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RESUMO

KLEN, Wayner de Souza. Dindmica relativistica de particulas em torno de
objetos ultracompactos. 2019. 113 f. Dissertagao (Mestrado em Ciéncias) — Escola de
Artes, Ciéncias e Humanidades, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2019.

Nesta dissertacao de mestrado o problema da estabilidade de geodésicas do tipo luz e do
tipo tempo ¢é estudado sobre o ponto de vista do formalismo de sistemas dinamicos. Uma
breve revisao bibliografica sobre aspectos importantes de sistemas dinamicos continuos no
tempo é realizada, bem como uma sucinta revisao de topicos de interesse em relatividade
geral. As equagoes de movimento para as geodésicas sao deduzidas para geometrias com
simetria esférica, e o caso Schwarzschild € inicialmente analisado. Em seguida, analisamos
o caso das geometrias proposta por Casadio, Fabbri e Mazzacurati e um caso de buraco
de minhoca assintoticamente de Sitter. A caracterizacao dos pontos fixos dos sistemas de
interesse é feita, e a sua estabilidade é analisada sob a 6tica dos métodos de Lyapunov
e Jacobi, assim como bifurcagoes foram mapeadas. A fotosfera é caracterizada como um
ciclo limite, sendo um ponto fixo estritamente instavel no espaco de estados de buracos
negros. A andlise dos buracos de minhoca revelam a existéncia de uma fotosfera estavel
em determinadas regioes do espaco de parametros do sistema.

Palavras-chaves: Buracos Negros. Sistemas Dinamicos. Estabilidade de Lyapunov. Estabi-
lidade de Jacobi. Bifurcacao Bogdanov-Takens.



ABSTRACT

KLEN, Wayner de Souza. Relativistic dynamics of particles around
ultracompact objects. 2019. 113 p. Dissertation (Master of Science) — School of Arts,
Sciences and Humanities, University of Sao Paulo, Sao Paulo, 2019.

In this dissertation, the problem associated with the stability of timelike and null geodesics is
studied from the dynamical system point of view. A succinct bibliographical review covering
important aspects of time-continuous dynamical systems is made, and a short review about
some topics of interest of general relativity is also presented. The geodesic equations of
motion are shown for geometries with spherical symmetry, and the Schwarzschild case is
first analyzed. In the following, we analyze the geometries proposed by Casadio, Fabbri,
and Mazzacurati and an asymptotically de Sitter wormhole case. The characterization
of the fixed points of the system is performed, and their stability is studied from the
perspective of the Lyapunov and Jacobi methods, as well as the bifurcation analysis. The
photon sphere is characterized as a limit cycle, being a strictly unstable fixed point in the
state space of the system. The wormhole analysis reveals the existence of a stable photon
sphere in certain regions of the parameter space of the system.

Keywords: Black Hole. Dynamical Systems. Lyapunov Stability. Jacobi Stability. Bogdanov-
Takens Bifurcation.
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1 INTRODUCAO

A relatividade geral tem se mostrado a teoria mais adequada para a descricao dos
fendmenos gravitacionais em escala astrofisica. Ela é aplicada com sucesso numa vasta
classe de situagoes, desde a descricao de estrelas isoladas, em distancias tipicas do sistema
solar, até a cosmologia, que lida com as maiores distancias possiveis de serem observadas.
Em relatividade geral, a trajetéria de particulas pontuais sob a agao exclusiva de um
campo gravitacional é descrita por geodésicas em uma geometria pseudo-Riemaniana.

Para a obtencao de resultados analiticos envolvendo o tratamento da dinamica
geodésica, consideragoes de simplicidade sao frequentemente assumidas. Por exemplo, a
modelagem de objetos compactos é frequentemente feita através de solucoes relativisticas
esfericamente simétricas e estaticas. Espacos-tempos com estas simetrias sao fenome-
nologicamente interessantes pois aproximam de forma razoavel um grande conjunto de
corpos astrofisicos reais. O foco deste trabalho serd em espacos-tempos estaticos com
simetria esférica. De fato, o estudo de geodésicas tipo tempo e tipo luz em torno em
geometrias esféricas é tao antigo quanto o surgimento da relatividade geral. Dois dos
testes classicos da relatividade apresentados por Einstein em 1916 envolveram a analise
de geodésicas na geometria de Schwarzschild. Especificamente, estes foram o calculo
relativistico da precessao do periélio da orbita de Mercirio e a andlise da deflexao da luz
pelo Sol (EINSTEIN, 1916; WILL, 2014; DAVIDSON, 1920).

Mais recentemente, o estudo de geodésicas em geometrias nao-triviais ganhou
impulso com a introducdo de técnicas de sistemas dinamicos (CORNISH; LEVIN, 2003;
LEVIN; O'REILLY; COPELAND, 2000; BELBRUNO; PRETORIUS, 2011; SHOOM, 2017;
CARDOSO et al., 2009). Efetivamente, o problema geométrico do calculo geodésico possui
uma formulacao Lagrangiana e Hamiltoniana, o que permite o uso do ferramental da analise
dinamica classica. Assim, a tecnologia envolvendo sistemas dinamicos é imediatamente
aplicavel ao problema.

A observacao direta de ondas gravitacionais realizada em 2015 (ABBOTT; AL.,
2016) tornou ainda mais importante a investigacao de drbitas muito proximas de objetos
ultracompactos, uma vez que a coalescéncia de objetos em buracos negros produz marcas
distintas na radiagao gravitacional emitida durante o processo (LEVIN; O’REILLY;
COPELAND, 2000). O estudo da dindmica geodésica em torno de objetos compactos pode
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tornar os dados obtidos nos detectores de ondas gravitacionais em importantes ferramentas
na investigacao astrofisica. Nao obstante, os recentes avangos no tratamento computacional
das imagens capturadas pelo projeto Event Horizon (COLLABORATION et al., 2019;
AKIYAMA et al., 2019a; AKIYAMA et al., 2019b; AKIYAMA et al., 2019¢; AKIYAMA et
al., 2019d; AKIYAMA et al., 2019¢e) trazem uma nova luz a dtica geométrica associada aos
objetos ultracompactos. Desta forma, o estudo tedrico das trajetérias do tipo luz nestas
geometrias se faz relevante uma vez que ele esta relacionado com as sombras destes objetos,
que por sua vez sao propriedades observaveis do espaco-tempo.

A modelagem via o formalismo de sistemas dinamicos recai sobre equagoes que
descrevem a dinamica do sistema, que em geral sao de comportamento nao linear, sendo a
determinacao de suas solucoes uma tarefa complexa. Usualmente métodos numéricos sao
empregados. No entanto, existe uma série de questoes referentes a previsibilidade fornecida
por algoritmos numéricos, tornando necessario o desenvolvimento e emprego de outras
técnicas de andlise das solucoes das equagoes do sistema.

E neste cendrio que o estudo da teoria de sistemas dinamicos se faz relevante, pois ela
traz consigo técnicas para a andlise e descricao das solugoes de interesse. Uma das técnicas
contidas na teoria de sistemas dinamicos é a teoria qualitativa dos sistemas dinamicos,
que se ocupa da andlise das propriedades topoldgicas das solugoes das equagoes associadas
a evolucao dos sistemas, permitindo assim a previsao de propriedades dinamicas como
bifurcagoes ou eventualmente comportamentos periédicos. Putativamente, a modelagem
de sistemas com muitos agentes envolvidos pode gerar comportamentos emergentes, isto é,
comportamentos coletivos dos agentes que nao tem relacao direta com as propriedades
individuais dos agentes. Sistemas com estas propriedades sao usualmente chamados de
sistemas complexos (SAYAMA, 2015; BOCCARA, 2010).

Nesta dissertacao, estamos interessados na dinamica relativistica de particulas com
massa de repouso nula se movimentando em torno de objetos ultracompactos no contexto
de mundos brana. Estes objetos incluem estrelas de néutrons ultracompactas, buracos
negros e os ainda hipotéticos buracos de minhoca. A descricao das fotosferas, regides de
orbitas fechadas do tipo luz, em termos da linguagem de sistemas dinamicos abrange
algumas questoes de especial interesse neste trabalho, tais como se existe a possibilidade
de descrever as fotosferas como ciclos limite no plano orbital do sistema. A estabilidade da
regiao da fotosfera via método de Lyapunov e Jacobi é de especial interesse neste trabalho,

uma vez que convergéncia dos resultados de ambos os métodos pode ser interpretada como
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uma robustez do sistema (SABAU, 2005). Assim, a caracterizagao dinamica das geodésicas
do tipo luz para geometrias esfericamente simétricas em branas quadridimensionais é o
tema central deste trabalho, sendo a analise de estabilidade avaliada por dois métodos
essencialmente diferentes, bem como as possiveis bifurcagoes locais e globais decorrentes
dos parametros geodésicos e da prépria brana.

Uma das grandezas usualmente empregadas em sistemas dinamicos para a avaliacao
da sensibilidade da dependéncia em relagao as condigoes iniciais sao os chamados coeficientes
de Lyapunov. Atualmente, existem diversas formas de avaliar estas quantidades associadas
a estabilidade de solugoes, como, por exemplo, as apresentadas em Cardoso et al. (2009) e
Cornish e Levin (2003). Por outro lado, métodos alternativos tem sido propostos para a
avaliagao de estabilidade de solugdes como pode ser visto em Szydlowski (1993) e Eichhorn,
Linz e Hanggi (2001). Neste trabalho, empregaremos os métodos diretos e indireto de
Lyapunov para inferir sobre a estabilidade de solugoes, que juntamente com a estabilidade
de Jacobi nos fornecera as informagoes necessarias para a estabilidade geodésica nas
geometrias estudadas.

No que segue, esta dissertacao esta organizada conforme comentado a seguir.
No capitulo 2 é apresentada uma revisao sobre sistemas dinamicos, onde determinados
conceitos e ferramentas usualmente empregadas na andlise de sistemas dinamicos sao
apresentados. No capitulo 3, uma breve revisao sobre relatividade geral é apresentada,
onde as equagoes de campo de Einstein e as quantidades associadas sao apresentadas, bem
como as geometrias de interesse nesse trabalho. No capitulo 4, é conduzido um estudo sobre
a descrigao das equacgoes que regem as geodésicas do tipo luz em termos do formalismo de
sistema dinamicos, estabilidade e bifurcacoes de pontos fixos sao explorados e, finalmente,
no capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes e as perspectivas do trabalho. No apéndice A,
é realizado o calculo dos coeficientes da forma normal da bifurcagao Bogdanov-Takens do

sistema.
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2 SISTEMAS DINAMICOS

Diversos fenomenos na natureza apresentam forte dependéncia temporal, tais como
o crescimento populacional e o movimento de corpos celestes, de forma que a sua evolugao
pode ser descrita matematicamente por fungoes de um conjunto finito de variaveis dinamicas
x = (z1,...,7,)T € R® (GREINER, 2003). A variedade de sistemas com essa propriedade
sao chamados de sistemas dinamicos e podem ser definidos, de uma maneira um pouco
menos formal, como sendo “sistemas dos quais os estados sao unicamente especificados
por um conjunto de varidveis e que o comportamento é descrito por regras predefinidas”
(SAYAMA, 2015). No entanto, uma apresentagao mais formal sobre o que é um sistema
dinamico pode ser conduzida. Discutiremos os elementos basicos deste formalismo neste

capitulo.

2.1 DEFINICAO DE SISTEMAS DINAMICOS

Uma das possiveis defini¢oes de sistemas dinamicos pode ser apresentada a partir

da definigao 2.1 (GIUNTI; MAZZOLA, 2012).

Definigao 2.1 (Sistema dindmico). Um sistema é dinamico se, e somente se, for um tripla

<M7 gt7 T)tGT tal que,

e O T estd contido em Z, Z™, R ou RT™. Qualquer ¢t € T' é uma duracao do sistema, e
T é chamado de seu conjunto temporal.

e O M é um conjunto nao vazio e qualquer x € M é chamado de estado do sistema e
M é chamado de espaco de estados.

e (¢")ier é a familia de fungoes que levam de M em M indexadas por T, sendo que
para qualquer ¢t € T, a funcao ¢g' é chamada estado de transicao de duracdo t, ou de
forma mais economica, transi¢dao-t.

e Para qualquer v,t € T' e z € M sendo a condicao inicial, valem

- 9'(x) =z
- g""(x) = g"(g' ().

O primeiro item da definicao 2.1 estd relacionado com o tipo de dominio temporal

do sistema dindmico, uma vez que este pode ser continuo (caso T € R) ou discreto (caso
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T € N) (MONTEIRO, 2006). O segundo item da defini¢ao 2.1 esta relacionado com o
conjunto de todas as possiveis configuracoes do sistema, sendo que um ponto xr € M
descreve o estado atual do sistema, enquanto o conjunto M contém todas as possiveis
configuragoes do sistema. O terceiro item da definicao 2.1 diz respeito ao estado do sistema
apos uma duracgao de t € T' dado um estado inicial do sistema ty € T' e o quarto item trata
da regra de evolucao do sistema, onde o primeiro subitem expressa que para qualquer
estado do sistema, uma evolucao de duracao 0 nao altera o estado do sistema, e o segundo
subitem nos diz que qualquer evolucao de duracao v 4+ t pode ser decomposta em duas

evolugoes consecutivas com aplicagoes sucessivas de g.

2.2 SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS NO TEMPO

Intimeros sistemas presentes na natureza podem ser modelados através de sistemas
dinamicos de tempo continuo, desde dinamicas populacionais até mesmo a dinamica de
individuos “racionais” em processo de tomada de decisao em uma negociagao (SAYAMA,
2015). Para que o sistema seja de tempo continuo é necessario que o dominio temporal
esteja contido na reta real, ou seja, t € R e sua evolugao deve ser governada por uma
ou mais equagoes integrais (equagoes que contém fungoes operadas por integrais) ou por
equagao diferenciais (equagoes que sao expressas em termos de derivadas de uma varidvel

desconhecida z € R), na forma (GREINER, 2003)

d):i—gt) = F(x(t),t;,u) ; (1)

onde F pode ser uma fun¢ao nao linear das coordenadas x e pode depender explicitamente
do tempo (caso F nao dependa explicitamente do tempo o sistema é chamado de auténomo).
O valor p estd associado aos parametros de controle do sistema.! A definicao formal de

sistemas dinamicos continuos no tempo é dada na definicao 2.1 identificando o dominio

temporal como a reta real (HIRSCH; SMALE; DEVANEY, 2012).
2.3 ESPACO DE ESTADOS

Em geral, a andlise da teoria qualitativa de sistemas dinamicos é realizada com o

auxilio do chamado espaco de estados. O espaco de estados associado ao sistema dinamico

1 Parametros sao valores que influenciam diretamente no sistema mas nao dependem das coordenadas x.
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(1) contém informagoes relevantes sobre o comportamento de suas solugbes, mesmo sem a
realizacao da integracao do sistema.

Dizemos que o espaco de estados é um espago n-dimensional, no qual estao contidas
todas as possiveis configuracoes do sistema que, para o caso continuo é uma variedade
(MONTEIRO, 2006). No contexto deste trabalho entende-se que uma n-variedade é um
espaco topoldgico que localmente se comporta como um espaco Euclidiano em cada um
de seus pontos. Segundo esta definicao, os pontos contidos na n-variedade possuem uma
vizinhanga que é homeomodrfica a uma superficie Euclidinana de dimensao n (LEE, 2010).

Um estado qualquer deste sistema é representado por um ponto no espago de
estados {x1(t), x2(t), ..., z,(t)}, sendo que com o decorrer do tempo este ponto de desloca
formando uma trajetéria que é governada pelo sistema de equagoes diferenciais (1). Pode-se
dizer que o espaco de estados é o conjunto de todas as possiveis configuragoes do sistema
(VULPIANTI, 2010).

Dentro do espacgo de estados, é possivel identificar trajetérias realizadas pelas
possiveis solugoes do sistema, trajetorias estas que dependerao das condicoes iniciais
(GIUNTI; MAZZOLA, 2012). O teorema de Picard-Lindeldf assegura a existéncia e
unicidade destas trajetérias dado um conjunto de equagoes diferenciais associadas a uma
condicao inicial que satisfazem determinadas condicoes de continuidade?. Uma solucao
estacionaria no espaco de estados, isto é, um ponto que nao se desloca no espaco de estados,

é chamado de ponto fixo.

Definicao 2.2 (Ponto fixo). Um ponto fixo x¢ no espaco de estados M do sistema

dindmico (1) é um ponto que satisfaz a seguinte condicao,

F(xo, t;p) =0 . (2)

Uma maneira de visualizar qualitativamente o comportamento do sistema é através
da construcao das curvas iséclinas. A existéncia de curvas iséclinas auxilia na construcgao
do espago de estados do sistema, pois ao longo destas curvas todas as inclinagoes da reta

tangente a solugao sao iguais entre si.

Definigao 2.3 (Curvas iséclinas). Seja um sistema dinamico em R? definido por EDOs

continuas @1(t) e Z2(t), onde o ponto indica diferenciagdo em relagdo ao tempo. Uma

2 A saber, o sistema deve ser continuo em t e Lipschitz continua em x(¢) (DEVANEY, 2004).
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isoclina é uma curva no espaco de estados no qual as trajetdérias tem o gradiente constante.
Encontram-se as isoclinas por eliminagao do parametro ¢, e tomando z; como a variavel

independente, assim para x1(t) # 0,

dre @90 Fy(z1,22)
2 T LATLTY) g 3
dey @1 Fi(zy,29) )

A quantidade k é a inclinagao da curva integral xo(z1) no plano z; X xs, onde nao

hé dependéncia temporal explicita.

Definicio 2.4 (Orbita). Define-se érbita de x a trajetéria orb(x) = {z : z = ¢'(x), para
algum t € T} e x € M

As orbitas podem ser classificadas conforme o seu comportamento, ou seja, se
elas conectam nenhuma, uma ou duas solugoes de equilibrio. As 6rbitas que conectam
as solugoes de equilibrio possuem grande importancia na caracterizagao da estabilidade
estrutural do sistema dinamico, estas érbitas podem ser classificadas como heteroclinicas

ou homoclinicas, de acordo com as defini¢oes 2.5 e 2.6 a seguir.
Definigio 2.5 (Orbita heteroclinica). E dito que uma solucio x(t) da equacio (1) é uma
orbita heteroclinica se a seguinte condicao for satisfeita,

lim x(t) = ps , (4)

t—+o0

para os pontos fixos pr € R” (HOMBURG; SANDSTEDE, 2010).

Definigio 2.6 (Orbita homoclinica). Uma solucio x(t) é dita homoclinica se a condicao

da definigao 2.5 for verdadeira com p_ = p, (HOMBURG; SANDSTEDE, 2010).

Em geral, érbitas homoclinicas sao trajetorias que sao, ao mesmo tempo, parte da
variedade estavel e instavel de um ponto fixo, enquanto uma érbita heteroclinica é uma
trajetoria que se encontra na variedade estavel de um ponto fixo e variedade instavel de
outro ponto fixo (HOMBURG; SANDSTEDE, 2010).

Uma situacao que pode ocorrer no estudo de sistemas dinamicos é a criacao ou
aniquilagao de pontos fixos, bem como a geragao ou aniquilagao de érbitas homoclinicas e
heteroclinicas. Quando esses fenomenos ocorrem, em geral, temos associado a eles uma

bifurcagao. Dado um sistema dinamico na forma (1), uma bifurcacdo é uma mudanga de
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comportamento qualitativo do sistema conforme se varia os parametros do conjunto de

parametros do sistema g (BERNARDO et al., 2008).

N

Figura 1 — Possiveis tipos de drbitas entre pontos fixos.

Fonte: Homburg e Sandstede (2010).

Na figura 1, a o6rbita da esquerda é uma orbita homoclinica, pois esta contida na
variedade estavel e instavel do ponto fixo, formando um loop fechado no préprio ponto,
enquanto a érbita do centro representa uma dérbita heteroclinica simples, e a tltima 6rbita

a direta representa um ciclo heteroclinico entre dois pontos fixos.
2./ ATRATORES E REPULSORES

Dado um sistema dinamico, é possivel observar determinadas estruturas em seu
espaco de estados. Podem existir determinadas condicoes iniciais que tendem a uma
determinada regiao do espaco de estados conforme se evolui o sistema, enquanto existem
outras condicoes iniciais que se afastam de certas regides do sistema. Desta forma, este

comportamento classifica determinadas regioes do espaco de estados como segue.

Definigao 2.7 (Atrator). Um atrator no espago de estados M de um sistema dinamico é

um subconjunto A C M tal que satisfaca as seguintes condi¢oes (MONTEIRO, 2006),

e A é um conjunto invariante, isto é, qualquer trajetdria x(t) iniciada em A permanece
em AVteT,

e A atrai um conjunto aberto de condigoOes iniciais, isto é, existe um hipervolume B
que contém A, tal que para qualquer condigao inicial xo = x(0) € B a distancia’
entre a trajetéria x(t) e A tende a zero conforme ¢ — oo;

e A é minimo, ou seja, nao existe subconjunto s C A que satisfaga as duas condigbes

anteriores.

Isto é, para qualquer vizinhanca N € B existe uma constante positiva T' tal que z(t) € N para todo
real t > T.
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Uma possibilidade alternativa é a existéncia de 6rbitas que tendem a se afastar do
ponto de determinadas regides do espaco de estados, caracterizando a repulsao em relagao

ao ponto fixo.

Definigao 2.8 (Repulsor). Um repulsor no espaco de estados M de um sistema dinamico

é um subconjunto U C M tal que satisfaga as seguintes condi¢oes (MONTEIRO, 2006),

e U{ é um conjunto invariante, isto é, qualquer trajetéria x(t) iniciada em U permanece
emUVteT;

e U/ afasta um conjunto aberto de condigoes iniciais, isto é, existe um hipervolume
C que contém U, tal que para qualquer condigao inicial xg = x(0) € C a distancia
entre a trajetéria x(t) e U tende a zero conforme t — —o0;

e U/ é minimo, ou seja, nao existe subconjunto s C U que satisfaga as duas condicoes

anteriores.

Ao colecionar os pontos no entorno destas estruturas, podemos definir regioes

especificas do espago de estados como segue,

Definigao 2.9 (Bacia de Atracao). Dado um sistema dindmico, o subconjunto de condigoes
iniciais S do espaco de estados M que levam ao atrator A conforme ¢ — oo é chamado de

bacia de atragdo do atrator A (MONTEIRO, 2006).

Definigao 2.10 (Bacia de repulsdo). Dado um sistema dinamico, o subconjunto de
condigoes iniciais U do espago de estados M que levam ao repulsor U conforme t — —oo

¢é chamado de bacia de repulsao.

Atratores e repulsores podem ser, por exemplo, pontos fixos isolados ou agrupados,
ou ainda ciclos limites. Por vezes, um mesmo ponto fixo pode possuir regioes de repulsao e
atracao simultaneamente, como, por exemplo, em pontos fixos do tipo sela, como veremos
na classificagao dos pontos fixos.

Um tipo alternativo de solucao de equilibrio que pode ser encontrada em um sistema
dinamico é o chamado ciclo limite. A defini¢ao de ciclo limite é dada na definicao 2.12

(LORENZ, 1963).

Definicao 2.11 (Ciclo ou centro). Dado um sistema dinadmico, um ciclo é uma solugao
(g, t) descrita por uma curva fechada no espago de estados (MONTEIRO, 2006; VULPIANI,
2010).
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Um ciclo limite é uma trajetoria fechada e isolada no espaco de configuracao
do sistema, ou seja, uma trajetéria fechada que nao possui outras trajetorias fechadas
infinitesimalmente proximas a ela (MONTEIRO, 2006). O ciclo limite pode ter um
comportamento atrativo, repulsivo ou até mesmo parcialmente ambos quando tomadas

solugbes em sua periferia. Entao seguem as definigoes (LORENZ, 1963).

Definicao 2.12 (Ciclo limite assintoticamente estavel). Se todas as trajetorias v(zo, t)
que se iniciam em uma periferia do ciclo convergem para o ciclo quando t — oo, entao este
ciclo é dito um ciclo limite assimptoticamente estdvel (MONTEIRO, 2006; STROGATZ,
2018).

Definigao 2.13 (Ciclo limite assintoticamente instavel). Se todas as trajetérias v(zo, t)
que se iniciam em uma periferia do ciclo divergem do ciclo quando ¢t — oo, entao este ciclo

¢ dito um ciclo limite assimptoticamente instdvel (MONTEIRO, 2006).

Definicao 2.14 (Ciclo limite semi-estavel). Se algumas trajetorias vs(xo, t) que se iniciam
em uma periferia do ciclo limite convergem para o ciclo, e outras 7, (zo,t) divergem do

ciclo, este é chamado de ciclo limite semi-estavel (MONTEIRO, 2006; STROGATZ, 2018).

Um critério importante para a existéncia de ciclos limites é o chamado critério do

ponto firo (MONTEIRO, 2006).

Teorema 2.15 (Critério do ponto fixo). Uma trajetoria fechada no espago de estados de

um sistema dinamico continuo possui um ponto fixo em seu interior.

Assim, uma regiao que é simplesmente conexa (sem buracos) e nao possui a0 menos
um ponto fixo em seu interior nao pode conter ciclos limite, pois nao haverao érbitas
fechadas nesta regiao.

Uma ferramenta alternativa para a eliminagao da existéncia de ciclo limites em
sistemas dinamicos suaves é mostrar que o sistema nao admite érbitas fechadas. Esta

tarefa pode ser realizada através do critério de Bendizson introduzido no teorema 2.16.

Teorema 2.16 (Critério de Bendixson). Se 2(&4)  d9lz.v)

sao continuas em uma regiao
ox oy

R a qual € simplesmente conexa, e

af g

3 + By # 0 em todo ponto de R, (5)



28

entao o sistema
o' = f(z,y)
Y =g(z,y)
nao possui trajetorias fechadas dentro de R, e consequentemente nao possui ciclos limite

(MONTEIRO, 2006).

(6)

O critério de Bendixson afirma que a existéncia de um ciclo limite estd condicionada
a existéncia de ao menos uma O6rbita fechada, caso esta érbita fechada nao exista a

eliminagao da existéncia de um ciclo limite é direta.

2.5 CLASSIFICACAO TOPOLOGICA DOS PONTOS FIXOS

Dado um sistema dinamico de tempo continuo cuja a evolucao é governada por
uma equagcao diferencial ordinéria, é possivel estudar propriedades relevantes do sistema
sem necessidade de se efetuar o calculo analitico das possiveis solucoes do sistema. Isto
pode ser feito a luz da teoria qualitativa, que investiga caracteristicas relevantes quando
conduzida um anélise sobre o espaco de estados. Um importante aspecto dessa andlise sao
os chamados pontos fizos.

Os pontos fixos sao pontos do espago de estados onde a taxa de variacao da solugao
do sistema ¢é nula, ou seja, pontos de onde é possivel extrair informacoes do comportamento
assintético do sistema em decorréncia da independéncia temporal destes pontos. Os pontos
fixos podem ser classificados a partir dos autovalores do sistema linearizado avaliados
no ponto. Neste trabalho os sistemas de interesse serao analisados inicialmente em duas

dimensoes, assim, os possiveis casos de pontos fixos estao apresentados na quadro 1.

’ Tipo de ponto \ Autovalores \ Classificacao topologica ‘
A< A <0 N6 estével
vy > >0 N6 instavel
Hiperbdlico v <0<y Ponto fixo de sela

Ponto espiral estavel
(espiral atratora)
Ponto espiral instével
(espiral repulsora)
Ponto fixo eliptico
(centro)

no=ptiw& p<0

mo=pEtiw&pu>0

Nao Hiperbdlico mo=pEtiw& p=0

Quadro 1 — Tabela da classificacao dos pontos fixos segundo os autovalores associados
para sistemas bidimensionais.

Fonte: Vulpiani (2010).
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Quando ¢ necessério realizar a analise em torno de um ponto fixo de um sistema

nao linear, em geral verifica-se se este ponto é hiperbélico* segundo a definicao 2.17.

Definigao 2.17 (Ponto fixo hiperbdlico). Seja x um ponto fixo no espago de estados do

sistema e vy € C os autovalores associados a este ponto. E dito que x é um ponto fixo

hiperbdlico se #(vy) # 0 (VULPIANI, 2010).

Caso a definicao 2.17 seja satisfeita, pode-se utilizar o teorema de Hartman-
Grobman. O teorema de Hartman-Grobman afirma que a dinamica na variedade nao
linear é semelhante aquela da variedade linearizada na vizinhanca de um ponto fixo
hiperbélico (ABRAHAM et al., 1980; MONTEIRO, 2006). A estabilidade de um ponto
de equilibrio hiperbdlico é preservada ao realizar uma linearizacao do sistema, fato que
faz do espaco de estados topologicamente e orbitalmente equivalentes na vizinhanca do
ponto. Quando o ponto nao é hiperbdlico, a lineariza¢cao nao permite inferir sobre sua
estabilidade (MONTEIRO, 2006).

No entanto, a analise via linearizacao fornece informacoes sobre o comportamento
assintético do ponto fixo, nao sendo o suficiente para fornecer informagoes sobre toda uma
regiao de comportamento transiente do sistema. Para obter informagoes sobre estas regioes

¢é necessario o emprego de outras técnicas de analise.
2.6 SISTEMAS HAMILTONIANOS

Um subconjunto dos sistemas dinamicos sao os chamados sistemas Hamiltonianos,
que constituem uma classe de sistemas dinamicos conservativos. Os sistemas Hamiltonianos
sao construidos a partir de equagoes dinamicas, chamadas equagoes de Hamilton, que por
sua vez podem ser expressas em termos de uma Lagrangiana. Para definir a Lagrangiana é

necessario definir o chamado principio de Hamilton, como na definicao 2.18.

Definicao 2.18. Seja um sistema mecanico. Os movimentos do sistema mecanico coincidem

com os extremos do funcional (ARNOL'D, 2013),

t
Sla, 4] = / Zdt, (7)
to
com

< =T(q) - U(q) . (8)
Também chamado de singularidade elementar na literatura de sistemas dinamicos (ABRAHAM et al.,
1980).

4
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A defini¢ao 2.18 pode ser visualizada assumindo que U = U(r) e T' = T'(r) =

% S~ m;1?, e que derivando . com relagio a r e T respectivamente, se obtém

0L ou

W__W:F(r)’ (9)
€

0% or K .

Uma consequéncia da definicao acima é que qualquer que seja o sistema de
coordenadas (qi, g2, -..,¢,) no espaco de fase de n massas pontuais, a evolugdo q com
o tempo é governada pelas equagoes de Euler-Lagrange (ARNOL’D, 2013),

%(%)—%:0. (1)

Utilizando a terminologia de mecénica, é possivel definir a fungdo (8) como a
Lagrangiana do sistema, onde ¢; sao as coordenadas generalizadas, ¢; sao as velocidades
generalizadas, 0.% /0q; sdo os momentos generalizados, —0.% /Jq; sao as forgas generalizadas,
S é a acdo e, por fim, as equagdes (11) sao as equacoes de FEuler-Lagrange.

As equagoes de Lagrange possuem um equivalente chamado de equagoes de Hamilton.

Segue a definicao de Hamiltoniano.

Definigao 2.19 (Equagoes de Hamilton). Seja 7 : R*® — R uma funcao de classe C?,
dita um Hamiltoniano e as coordenadas de R*" escritas na forma (g, p), onde ¢ = (q1, - - - , @)

ep=(p1,---,Pn) E dito que o sistema de equagoes

0 12
dt 8qj 7 ( )
77 1

com j =1,...,n, é Hamiltoniano com n graus de liberdade (BARREIRA; VALLS, 2012).

A funcao S pode ser obtida da Lagrangiana (8), fornecendo a seguinte expressao

(GREINER, 2003),
o _0Z
ot ot

Estes sistemas constituem uma importante classe sistemas dinamicos, os chamados

(14)

sistemas Hamiltonianos. No contexto da mecanica Hamiltoniana é possivel construir um
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n

]
Figura 2 — Curva inicial S do espago de configuragao em linha continua e regiao deslocada
do espaco de configuracao apds a passagem de um 0t.

Fonte: Elaborado pelo autor.

espaco de fase® a partir do espaco de configuracoes. Este espaco é construido utilizando a
representagio das posigoes ¢; e dos momentos p; (GREINER, 2003).

Os sistemas Hamiltonianos sao ditos serem sistemas conservativos, ou seja, dado
um determinado volume V' do espaco de fase associado ao sistema dinamico ocorre a
preservacao deste volume conforme a evolugao do sistema. No caso de sistemas mecanicos,
em geral, a quantidade conservada € a energia total associada ao sistema. Este é o principal

resultado do teorema de Liouville (TAYLOR, 2005).

Teorema 2.20 (Teorema de Liouville). O fluzo Hamiltoniano auténomo, ou seja, fluzo
onde nao had dependéncia explicita do tempo em F, conserva o volume V em seu espaco

de configuracao.

Para a demonstracao do teorema considere o caso especial onde o espaco de fase é
bidimensional, considere também uma regiao S se deslocando do seu estado inicial (curva
cheia) com um versor n normal & curva apontando para fora, figura 2. A velocidade com

que os pontos contidos dentro da regiao S se deslocam ¢é dada por

v=tan = (%) (15)

Por vezes também chamado de espaco de fase Hamiltoniano.

5
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Para determinar quao rapido o volume V' contido em S varia com a trajetéria da
curva sobre o espaco de fase, consideramos o volume da regiao infinitesimal pontilhada,

vide figura 3, que é dado pela seguinte expressao,

V=v-nitdA. (16)

Figura 3 — Elemento infinitesimal de volume no espaco de configuragoes.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O volume de toda a regiao entre as curvas tracejada e continua sera dada pela
soma de cada elemento infinitesimal de volume, o que pode ser expresso em termos de

uma integral na seguinte forma,
5V:/V-n(5tdA. (17)
s

Dividindo ambos os lados por dt e fazendo §t — 0, temos diretamente

dVv
E—/Sv-ndA. (18)

Quando o produto escalar n - v > 0, a regiao estd se expandindo, caso contrario, a
regiao esta encolhendo, no entanto, ao longo da curva este produto escalar pode tomar
ambos os valores. A equacao (18) é vélida para qualquer dimensao uma vez que n - v =
N1V + Navy + - - - + Ny Uy, onde n; e v; sao as componentes dos vetores n e v.

Recorrendo ao teorema da divergéncia de Gauss,

/n-vdA:/V~VdV, (19)
s v

temos que,

dV
- . V. 2
% /VV vd (20)
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Observando o divergente temos que,

L9g dp 0 (o 0 [ oH\
vv_aq+8p_(9Q<8p>+3p< 8(1)_0’ (21
logo,
av
= =0. O (22)

Esta conservacao do volume do espaco de estado de sistemas Hamiltonianos se deve
a auséncia de fontes ou sorvedouros na variedade, admitindo apenas pontos de sela ou
centros, conservando assim o volume do espago de fases (VENEGEROLES, 1999).

Dado um Hamiltoniano 7 : R?*™ — R de classe C? e seu sistema Hamiltoniano nao

linear associado & = X () com x = (p, q) € R*", vale a definicao 2.21.

Definicao 2.21 (Matriz Hessiana). Uma matriz Hessiana de um Hamiltoniano 77 ¢ a

matriz 2n X 2n com os elementos,

2 P P
oa3 9q10g2 dq10pn
o’ P PH
_ 0¢20q1 0q3 0q20pn
Hqo,p0 [ (a,p)] = | o _ . (23)
o’ P P
| Opndq1  Opndq2 % 1 (qo,p0)

Uma matriz de fundamental importancia no estudo de sistemas dinamicos nao
lineares é a matriz Jacobiana, que é usualmente empregada no processo de linearizacao de

sistemas nao lineares.

Definigao 2.22 (Matriz Jacobiana). Seja o sistema bidimensional autéonomo de equagoes

diferenciais,
] t - ) )
Q1( ) f(Q1 QQ) (24)
@(t) = 9(q1, q2) ,
a sua matriz Jacobiana associada é definida como
of  of
g, q) = | % %= | . (25)
Og  Og
01 Oq2

O teorema de Liouville fornece restrigcoes diretas aos autovalores de sistema

Hamiltoniano. Estas restri¢oes estao sumarizadas no seguinte teorema 2.23,
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Teorema 2.23. Dado um sistema Hamiltoniano e sua matriz Jacobiana J associada,
existindo um autovalor \ # 0 da matriz J, entdo \=' também é um autovalor (WRESZINSKI,
1997, VENEGEROLES, 1999).

Como o polinomio caracteristico é de uma variavel e usualmente de coeficientes reais,
o teorema das raizes complexas assegura a existéncia autovalores complexos conjugados,
assim, dado um autovalor A € C de J, seu conjugado complexo também o é, desta forma

os autovalores de Hamiltonianos se distribuem em quadruplas,
AAATEATE (A £ LS #0) . (26)

Uma consequéncia direta desta distribuicao de autovalores é a impossibilidade
da admissao de pontos fixos assintoticamente estéaveis, uma vez que a condi¢ao para a
existéncia destes é que existam apenas autovalores com moédulo menor do que a unidade.
Tomando um autovalor com médulo menor que a unidade |A\? = a? + b? < 1, é direto
observar que |A\|72 > 1, como enunciado pelo teorema 2.23.

Assim, os pontos fixos instaveis associados a sistemas Hamiltonianos sao essen-
cialmente de sela, isto é, nao haverao pontos de equilibrio com ambos os autovalores
positivos para formar, por exemplo, um né instavel. A unica possibilidade de estabilidade

ocorre quando todos os autovalores se encontram na circunferéncia unitaria, caracterizando

centros (VENEGEROLES, 1999; WRESZINSKI, 1997).

2.7 ESTABILIDADE NO SENTIDO DE LYAPUNOV

Existem diversas nogoes de estabilidade para um dado sistema dinamico, no entanto
algumas nocgoes sao usuais no estudo qualitativo destes sistemas, tais como a de Lyapunov
e a Jacobi, que sdo critérios baseados em diferentes conceitos e métodos (ABOLGHASEM,
2012).

As definicoes de estabilidade de Lyapunov sao dadas nas definicoes 2.24 e 2.25 como

segue de (ABOLGHASEM, 2012).

Definigao 2.24 (Estabilidade de Lyapunov). x(t) é dito estdvel (ou Lyapunov estavel)
se, dado € > 0, existe um § = d(e) > 0 tal que, para qualquer solucao y(t) do sistema (1)
satisfazendo |X(t9) — y(t9)| < d, entao |x(t) — y(t)| < € para t > tg, tyx € R. Uma solugao

da qual nao é estavel é dita instavel.
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Definigao 2.25 (Estabilidade assintdtica). x(t) é dito assintoticamente estdvel se é
Lyapunov estavel e para qualquer outra solugao, y(t) de (1), existe uma constante b > 0

tal que, se |X(to) — y(to)| < b, entao lim |x(t) — y(¢)| = 0 quando t — oc.

Tendo em mente estas nocgoes de estabilidade, vale o teorema de estabilidade de

Lyapunov, enunciado como segue:

Teorema 2.26 (Teorema da estabilidade de Lyapunov). Considere o campo vetorial
x = f(x), x € R". Seja x um ponto de equilibrio do campo vetorial x e sejaV : U — R
uma fungdo de classe C', chamada funcdo de Lyapunov, definida em alguma vizinhanca

U de x tal que,

entdo X € estavel. Ainda mais, se
o V(x)<0emU—x
se existir V', entdao X € assintoticamente estdvel.

Uma outra forma de se analisar qualitativamente um sistema é através de sua
estabilidade linear. A titulo de ilustracdo, considere o sistema (1) autonomo escrito na
forma,

= f(u,v)
v = g(u,v)

: (27)

onde f(u,v) e g(u,v) sao fungdes reais de classe C"™ com n > 1. Suponha que exista um
ponto fixo em (0, 0)¢ tal que £(0,0) = g(0,0) = 0. Lineariza-se o sistema via expansao de
Taylor para se obter a sua matriz Jacobiana, definida em 2.22. A equacao caracteristica do

sistema linearizado ¢ obtida igualando o determinante do Jacobiano a zero, assim temos,

det(J —vI) = “8 ) Y =0, (28)
99 99 _
ou Ov

of 9g 9f9g _ of dg\ 0fdg  Ofdyg
(8u V) (81} V) dvou U TV \ou T o 90 ou " dudv =0, (29

Sempre é possivel fazer uma mudanga de varidvel & = u —ug e ¥ = v — vp tal que o ponto geral (ug, vg)
vé para a origem do sistema (ABOLGHASEM, 2013).

6
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de onde é possivel perceber que,
v? — (trA)y +det A =0, (30)

onde trA é o trago e det A é o determinante da matriz A = J| ).

A equacao caracteristica é polinomial de grau dois, assim suas raizes sao dadas via

_trA:I:\/Z

V1,2 9 (31)

onde podemos definir o discriminante
A = (trA)* —4det A . (32)

Observa-se diretamente da equagao (32) que a curva onde A = 0 é uma parabola
positiva. A estabilidade linear pode ser sintetizada no esquema grafico apresentado na

figura 4, onde ¢ realizada a comparagao com a estabilidade de Jacobi.
2.8 ESTABILIDADE NO SENTIDO DE JACOBI

A investigacao a respeito da estabilidade dos sistemas dinamicos recai sobre
diferentes métodos e nocgoes de estabilidade, sendo uma das mais importantes a nogao
de Lyapunov, discutida na secao 2.7. Uma nocgao alternativa se da pela estabilidade
de Jacobi. A andlise de estabilidade via Jacobi utiliza-se de elementos da teoria KCC
(Kosambi-Cartan-Chern) para caracterizar os desvios de trajetérias vizinhas no retrato de
fases. As definigoes de apresentadas aqui seguem do trabalho de Sabau (2005) e Boehmer

et al. (2012). Inicialmente, consideremos o conjunto de varidveis dinamicas do sistema
(', 2% ... 2") = (2), (33)
as taxas de variagao com relacao a variavel independente A
(080 (3

e a propria variavel independente A como as 2n + 1 coordenadas de um subconjunto {2

aberto e conectado do espaco euclidiano R® x R™ x R!. Consideremos também a equacao
diferencial de segunda ordem generalizada,

A2zt

d)\2+Gi(x,9b,)\):O, ie{l,2,...,n}, (35)
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onde G*(\, z, 1) é uma funcio de classe C* em uma vizinhanga de alguma condicao inicial

((I)O, (x)(], )\0) de Q.
A principio, para que possamos encontrar alguns invariantes diferenciais em relacao

a uma transformacao nao singular do tipo,
= fi(at 2%, .. 2" com i€{l,2,...,n}, A=\, (36)

definimos a KCC-diferencial covariante de um campo vetorial contravariante £'(x) como

segue:

Definigao 2.27 (KCC-diferencial covariante). Seja um campo vetorial contravariante
¢(x) definido sobre 2, define-se o diferencial covariante da seguinte forma,

D¢ d¢ N 1 IG!
d\  d\ 2017

£, (37)

onde hé a convengao da soma implicita (convencao da soma de Einstein), isto é, soma-se

sobre os indices repetidos no mesmo termo.

Derivando com relagao & A a equacao (37) aplicada a z%()), temos,

Dit 4% 10G"

DD gt (38)
que, com o auxilio da equagao (35) pode ser expressa da seguinte forma,
Di*  19G" .
TR -G =€, (39)

onde o campo vetorial contravariante €’ é o chamado primeiro KCC-invariante, usualmente
interpretado como as forcas externas do sistema.

Variando as trajetérias z()\) e em trajetérias infinitesimalmente préximas, dadas
por

B2t — () | (40)

onde || < 1 e £()\) sao as componentes de algum campo contravariante definido ao longo
da solugao z*(\). Como 7 e z sao solugoes de (35), derivando-se duas vezes a expressao
(40), vemos que,

nE'(N) + (G- G) =0, (41)

onde

G — G =G\ x+nt i +nf) — G\ x, @) . (42)
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Encarando G — G como uma funcao do parametro 7 e aplicando o teorema do valor

médio, observa-se que

=y . : ; . dG
GZ()\JC+77§7$+775)—Gl()vl"ax) :Ud—n ) (43)
desta forma, a nossa equacao variacional assume a seguinte forma,
. dGe
! =0. 44
S (44)

Da equagao (42), diferenciamos utilizando a regra da cadeia nas expressoes para

obter
0G dx"  0G'di”

— . 45
§+8m’"d77+8x’7"d17 (45)
Derivando a expressao (40) em relacdo a 7, temos
da’ -
= ¢, 46
- - (46)

Agora, derivando a expressao (40) com relagdo a A e derivando novamente com relagao a

7, temos
d#t  d¢
- , 47
dn  dA (47)
Colecionando os resultados (46) e (47), e substituindo na expressao (45), temos a seguinte
equacao
. OG! IG" .
(2 T T — . 4
Et g =0 (48)

Para colocar a equagao variacional na sua forma contravariante, utilizamos a

definicao 2.27 para obtermos

2¢i i i i
o o (3 e (9
de onde vemos que aplicando o operador diferencial chega-se a seguinte equacao,
2¢i i i i J J
@ (Bt 10e?) traw (a trae€) O
que apds abertos os termos da soma fornece,
DB 16U (406 LG 1060 g
dA\?2 dX? 2027 AN 2 \dXoi" 2017 AN 4037 0z

Pelo fato de que existem dois indices mudos nas expressoes, a saber r e j, podemos
construir a seguinte igualdade,

190G dgm 1967 dg/
204" AN 2047 A\

(52)
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que simplifica a equagao (51),

£ (53)

DX &% N OG* d¢r N 1/daG e 19G" 9G
d\2  d\2 9@ d\ 2 \d)oar 4 0id O
Do resultado (48) vemos que

¢ aGTdg oGt
d\2  9im d\ Ozr

£, (54)
desta forma, substituimos a expressao (54) na equagao (53),

£ (55)

D% 9G" e 1/ d oG e 10G' 0G'
dxz2 Qa7 2 \ d\ 9i" 4 0x9 O
Para expandir o termo em parénteses devemos observar que uma fungao F' parame-

trizada por A
F(\x(\),2()\) = 0:-G" (56)

possui diferenciacao total com relacao a A dada por

AF _OF | OF da’  OF 9/ 57
A\~ 9N 0ad OX T 9id OX

que com o auxilio da expressao (35), nos fornece,

dF _OF 0OF 0x) _ OF

Ao Ty “an (58)
Finalmente, unindo as equagoes (58) e (55) para obter,
D*¢! oG" 1 /0 oG 0 0G' O’ -0 0G" 100G 0G7
= — e . — GV — T+ —— " (99
- ot T3 (ax 0ir 0w o ox 0w aw) Stiavart - Y
A equagao (59) pode ser rearranjada para nos fornecer a seguinte expressao,
D2£i )
= P¢" 60
d)\2 7"5 ) ( )
onde
’ oG* 1 (9 oG 0 0G" . .0 0G" 10G" 0GY
i=_ 4 (2 Nl T S 1
b= T3 (aA 0 T aw oer . 7 9a ay) tiomar O
¢ o chamado seqgundo KCC-invariante ou tensor de curvatura de desvio.
Definindo a conexao nao-linear N, e a conexao de Berwald G? respectivamente

como

N} =0yG", Gl =0uN;, (62)
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podemos expressar este tensor como (BOEHMER et al., 2012; ABOLGHASEM, 2013;
ABOLGHASEM, 2012),

. L

1ON}
" oz 2

N 10N!
—— Tz
2 OxJ

1 . .
Lving 4 19N
19 T (63)

A analise de estabilidade via Jacobi é dada pelo sinal das partes reais dos autovalores

associados ao tensor (63), e pode ser definida conforme apresentado a seguir.

Definigao 2.28 (Estabilidade de Jacobi). As trajetérias de (35) s@o estdveis no sentido
de Jacobi se, e somente se, a parte real dos autovalores de P’ sdo estritamente negativas,

caso contrario, as trajetérias sao ditas instaveis no sentido de Jacobi.

A instabilidade no sentido de Jacobi estd relacionada com o crescimento exponencial
do campo vetorial ¢ enquanto a estabilidade esta associada a uma variacao oscilatéria

do campo £. As condicoes de estabilidade sao, em termos do traco, determinante e

discriminante.
Estabilidade Linear
det A A=0
I1 I
v tr A
Figura 4 — Regioes da andlise de estabilidade linear.
Fonte: Elaborado pelo autor.
| Regido Lyapunov | Jacobi | det(A) | Tr(4) | A |

1 Instavel Instavel >0 >0 >0
II Instéavel Estavel >0 >0 <0
111 Estéavel Estavel >0 <0 <0
v Estavel Instavel > 0 <0 > 0
\% Instavel Instavel <0 = >0

Quadro 2 — Quadro de comparacao entre a estabilidade de Lyapunov e de Jacobi.

Fonte: Abolghasem (2013).
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Pode-se perceber que a estabilidade linear nao esta de acordo com a estabilidade
de Jacobi em todas as situagoes. Isto ocorre pois a estabilidade no sentido de Jacobi se
refere a uma estabilidade de trajetérias em um espaco curvo dotado de uma conexao nao
linear e um tensor de curvatura. Nesta nocao de estabilidade a diferenciagao covariante
desempenha o papel da derivacao parcial usual, gerando assim as diferencas encontradas.
Para uma discussao detalhada sobre a relagao entre a estabilidade linear e a estabilidade
via Jacobi veja, por exemplo, a revisdo apresentada por Sabau (2005) ou os trabalhos de

aplicacao feitos por Abolghasem (2013) e Boehmer et al. (2012).

2.9 BIFURCACOES NO ESPACO DE ESTADOS

Um sistema dinamico usualmente depende de parametros, que ao serem variados
podem gerar mudancas topoldgicas relevantes no espaco de estados do sistema. Quando
existe tal mudanca na topologia do espaco de estados do sistema em decorréncia da variagao
dos seus parametros, usualmente é dito que o sistema passou por uma bifurcacao. Para

uma definicao mais formal, é necessario introduzir a nocao de equivaléncia topoldgica.

Definigao 2.29 (Equivaléncia Topoldgica). Sejam dois sistemas dinamicos Dy = {T,R", ¢'}
e Dy = {T,R" '} E dito que D; é topologicamente equivalente & Do se existe um
homeomorfismo h : R™ — R"™ mapeando as orbitas do primeiro sistema no segundo,

preservando a diregao do tempo (KUZNETSOV, 2013).

A existéncia de um homeomorfismo h implica que ha um mapeamento continuo

e de inversa continua entre os sistemas, assim, podemos escrever de forma esquematica

(KUZNETSOV, 2013)

e —
h h
y 7 9(y)

Figura 5 — Esquema simbdlico de um homeomorfismo A : R" — R".

Fonte: Elaborado pelo autor.
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De uma forma mais compacta, temos que

f(@) =h"(g(h(z))) , (64)

com z € R" y € R" e h uma func¢ao continua invertivel entre R” e R™. A existéncia de
um homeomorfismo assegura que ambos os espacos de estados terao as mesmas estruturas
topoldgicas, tais como pontos fixos ou ciclo limites, assegurando também que a orientagao
das solucoes ¢ mantida. Neste cenario, bifurcagoes ocorrem quando é quebrada a equivaléncia
topolégica entre os espagos de estados do sistema com parametros perturbados e nao

perturbados.

Definigao 2.30 (Bifurcacao). O surgimento de um retrato de fases topologicamente
nao equivalente sobre variacao dos parametros do sistema é chamado de bifurcacao

(KUZNETSOV, 2013).

A variacao da quantidade de pontos fixos do sistema, bem como trocas de estabili-
dade destes pontos fixos sao exemplos de mecanismos geradores de bifurcagoes em sistemas
dinamicos. Um primeiro exemplo de bifurcagao é a chamada bifurcagao fold, definida em

2.31.

Definigao 2.31 (Bifurcacao fold). Seja o sistema dinamico (1) dependendo apenas de um
parametro. A bifurcacao associada ao aparecimento de um autovalor 1y = 0 da matriz
Jacobiana J avaliada no ponto fixo xy € R é chamada de bifurcacao fold, sela-no ou

blue-sky (KUZNETSOV, 2013).

Eventualmente, é possivel que os autovalores cruzem o eixo imaginario, gerando
um par de autovalores complexos e conjugados, puramente imagindrios, esta bifurcacao é

denominada Andronov-Hopf, como na definicao 2.32.

Definicao 2.32 (Bifurcacao Andronov-Hopf). Seja o sistema dinamico (1) com z € R”
com n > 2 e vy o os autovalores da matriz J avaliada no ponto fixo zy € R2. A bifurcacao
correspondendo a presenca de vy o = Fiwy com wy > 0 é chamada de bifurcacao de

Andronov-Hopf (KUZNETSOV, 2013).

Uma bifurca¢do muito comum em sistemas conservativos (logo, também nos sistemas

Hamiltonianos) é a chamada bifurca¢do centro-sela, definida em 2.33.
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Definigao 2.33 (Bifurcacao centro-sela). Seja o sistema dinamico (1) dependendo apenas
de um parametro. A bifurcagao associada a coalescéncia de um ponto fixo do tipo sela com

um tipo centro, aniquiliando ambos apods a bifurcacao, é chamada de bifurcacao centro-sela

(HALE; KOCAK, 2012).

No ambito das bifurcagoes dos sistemas dinamicos que dependem de dois parametros

ou mais, temos a chamada bifurcagdo Bogdanov-Takens (BBT), definida em 2.34.

Definigao 2.34 (Bifurcacao de Bogdanov-Takens). Seja o sistema dinamico auténomo (1)
com z € R" e p € R™ onde m,n > 2. Seja 115, = 0 os autovalores da matriz J associados

algum ponto fixo da dinamica. Se o bloco de Jordan

I(zo) = : (65)

estd associado a estes autovalores, entao possui uma bifurcacao de Bogdanov-Takens

(KUZNETSOV, 2005; KUZNETSOV, 2013).

O diagrama completo de bifurcacao de uma Bogdanov-Takens envolve bifurcacoes
do tipo homoclinica, Andronov-Hopf, centro-sela, dentre outras, como mostrado na figura
6, onde f31, B2 sdo os parametros da forma normal (69). O ramo vertical H é um ramo onde
ocorre uma bifurcagdo Andronov-Hopf. Os ramos T’y e T sdo os ramos de uma bifurcagao
fold, enquanto o ramo P é um ramo de bifurcacao homoclinica.

O estudo de bifurcagoes recai sobre o estudo de formais normais, que sao os sistemas
dinamicos mais simples que apresentam o comportamento da bifurcacao em estudo. Por

exemplo, a bifurcacao fold exibe a seguinte forma normal,
i=a"+pu=f(z). (66)

Observa-se que a fungao f(z) é uma pardbola de curvatura positiva, cujas raizes

Sa0
T19 = ﬂ:Z\/ﬁ . (67)
Assim, s6 existem pontos fixos para p < 0. Quando pu < 0 temos dois pontos fixos

distintos e com estabilidades opostas, enquanto para p = 0, ha apenas um ponto fixo do
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Figura 6 — Diagrama completo da bifurcacao Bogdanov-Takens.

Fonte: Kuznetsov (2013).

tipo sela. A forma normal de um bifurcagao de Bogdanov-Takens nao degenerada, isto é

ashy # 0, é dada pelo seguinte sistema (KUZNETSOV, 2013),

le =2, (68>

17‘2 = ﬁl + BQ(El + CL}T% + b2$1$2 . (69)

Todavia é possivel que ocorra by = 0, neste caso, se ay # 0 o sistema (69) pode ser

transformado por uma mudanca suave de coordenadas e reparametrizagao temporal no

seguinte sistema (KUZNETSOV, 2005),

1:1 = T2, (70)

152 = CLQZ’% + 5495?1’2 + O(||£U1, $2||5) . (71)

Este tipo de bifurcagao foi extensivamente estudado por Rifkat Bogdanov (BOGDANOV,
1975) e por Floris Takens (TAKENS, 1973), onde a descrigao inicial foi realizada, posteriormente
um método pratico para o calculo dos coeficientes das formas normais desta bifurcacao
foi proposto por Yuri Kuznetsov (KUZNETSOV, 2005), e serd o método utilizado neste
trabalho.
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3 GRAVITACAO E RELATIVIDADE GERAL

Einstein em 1916 consolidou em seu artigo Grundlage der allgemeinen Rela-
tivitdtstheorie (Fundagoes da Teoria da Relatividade) uma série de artigos onde era
discutida e proposta uma interpretagao geométrica da gravidade. Nesta nova abordagem,
diversos elementos de geometria diferencial foram utilizados para a apresentacao de uma
interpretacao geométrica da gravitacao, onde uma entidade chamada espaco-tempo era
o principal agente dos fendmenos gravitacionais. A definicao formal de espaco-tempo no

contexto da relatividade geral é dada pela defini¢ao 3.1.

Definigao 3.1 (Espaco-tempo). O espago-tempo é uma variedade quadridimensional

suave, conexa e Lorentziana (MISNER; THORNE; WHEELER, 2017).

Definigao 3.2 (Variedade conexa). Uma variedade X ¢ dita conexa quando as seguintes
condi¢oes sao satisfeitas: sejam A, B C X dois conjuntos abertos tais que nao ha uma
outra cisao que nao seja a trivial, ou seja, se X = AU B com AN B = (), logo A =0 ou

B = () (MUNKRES, 2000).

Em relatividade geral, as quantidades associadas ao espaco-tempo sao avaliadas

com o auxilio da métrica, definida como segue.

Defini¢ao 3.3 (Métrica). A métrica, no contexto da relatividade geral, é uma forma

bilinear, simétrica e ndo degenerada (O’NEILL, 1983).

Em termos de uma base covariante a métrica é expressa por uma matriz g,,. A
métrica é usualmente apresentada de forma alternativa pelo chamado elemento de linha.

O elemento de linha ¢ o traco da matriz g,
ds® = g dg"dq” (72)

onde existe, neste caso, a soma implicita que deve ser tomada sobre indices covariantes e

contravariantes que se repetem (notagao de Einsten).

Definigao 3.4 (Métrica Lorentziana). Uma variedade é dita Lorentziana caso a sua

métrica possua assinatura (—,+,+,+) ou (+, —, —, —) (O’'NEILL, 1983).

Neste capitulo serao introduzidas algumas quantidades usuais no estudo da relatividade

geral e deduzidas as equagoes de movimento geodésico a partir do formalismo Hamiltoniano.
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3.1 QUANTIDADES DE CURVATURA

A relatividade geral lanca uso de geometria diferencial para explicar os efeitos
gravitacionais, tragcando um carater geométrico as suas interpretacoes. Para realizar uma
descricao de como a matéria perturba o espago-tempo € necessario estudar espagos curvos,
tarefa que é realizada com o auxilio da geometria Riemanniana (WEINBERG; DICKE,
1973).

Definigao 3.5 (Vetores contravariantes). Um vetor contravariante é um vetor que esté
contido no espago tangente a variedade em um ponto p, ou seja, em termos de uma base

e, estes vetores podem ser expressos como
— YK
V=VFe, . (73)

Definigao 3.6 (Vetores covariantes). Um vetor covariante ¢ um vetor que estd contido no
espaco cotangente a variedade em um ponto p, ou seja, em termos de uma base e* estes

vetores podem ser expressos como
V=Ve". (74)

A relacao entre vetores covariantes e contravariantes pode ser realizada utilizando

a métrica, por exemplo,
U =g¢"U, , (75)
U,=g.,U0", (76)

sendo que o tensor métrico g,, se relaciona com as formas covariante e contravariante

segundo a relacao

g g, = O . (77)
A quantidade 0¥ é apresentada na definigao 3.7.
Definigao 3.7 (Delta de Kronecker). A matriz §* é definida como

1 se p=v,

0 se p#v.

Em relatividade a conexao é escolhida de forma a ser compativel com a métrica,

como veremos a seguir. Os simbolos de Christoffel sao definidos como segue em 3.8.
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Definigao 3.8 (Simbolos de Christoffel). No contexto da relatividade geral, a conexao é

dada pela quantidade chamada simbolo de Christoffel,

1
Fi\u/ = §g>\0(8,ugz/o + aygcru - aog,u,l/> . (79)

Esta quantidade nao é um tensor, pois nao segue a lei de transformagao de tensores

(CARROLL, 2004).

Os simbolos de Christoffel funcionam como uma corre¢ao da diferenciagao em
espagcos curvos, estando assim presentes na definicao de derivada covariante de um tensor

TH qualquer.

Definicao 3.9 (Derivada covariante). A derivada covariante de um tensor 7" ¢é dada

pela seguinte expressao,
VI = 9,T" + T T + T, T . (80)

O fato da conexao ser compativel com a métrica significa que a derivada covariante
do tensor métrico é zero, ou seja V,¢" = 0, e que a torsao ¢ nula (MISNER; THORNE;
WHEELER, 2017). Uma medida de quao curvo é o espago em questao é o chamado tensor

de curvatura ou tensor de Riemann-Christoffel.

Definigao 3.10 (Tensor de Riemann-Christoffel). O tensor de Riemann-Christoffel é

definido sobre uma variedade como a quantidade

Ry, =0, — 0., +)I0, —T) T2, . (81)

oy avs puo ap™ ov

Ao se realizar uma contrac¢ao de indices no tensor de curvatura (81), obtemos o

tensor de Ricci.

Definigao 3.11 (Tensor de Ricci). Seja Réw o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel.

A contragao de dois indices deste tensor origina o tensor de Ricci (R),)

Ry = Ryux = 8,15, — 0,15, + 5,15, — 5,19, = RS, . (82)

Aot ut Au— TOo Ao

Realizando uma outra contracao sobre um dos indices do tensor de Ricci, temos o

chamado escalar de curvatura, ou equivalentemente escalar de Ricci ou ainda invariante

de curvatura (CARROLL, 2004).
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Definicao 3.12 (Escalar de Ricci). A contracao dos indices do tensor de curvatura de

Ricci fornece o escalar de Ricci (R),
R=g" R, , (83)

que também é uma medida associada a curvatura do espago (CATTANI, 1998).

3.2 AS EQUACOES DE CAMPO DE EINSTEIN

A equagao que modela a dinamica gravitacional proposta por Einstein é a seguinte
(EINSTEIN, 1916),
Guu + Aguu = K’TMV ) (84>

onde G, ¢é o tensor de Finstein, dado por

1

G =Ry — 5

Ry (85)

com
rG

1

K =

(86)

C

Nas equagoes de Einstein A é a constante cosmoldgica, G é a constante gravitacional
universal e ¢ é a velocidade da luz no véacuo. E possivel reescalar o sistema de unidades
de forma que as constantes assumam o valor ¢ = G = 1. Este sera o sistema de unidades
utilizado daqui em diante, a menos que seja previamente informado o contrario.

O tensor de Einstein esta relacionado com a deformacao do espaco-tempo que é
causada pela distribuigao de matéria e energia, enquanto o lado direito da equacao (84)
estd associado a distribuicao de energia e matéria através do tensor energia-momento. De
uma maneira mais esquematica, podemos escrever

1
R, — §Rg,w +Ag, = KT, ) (87)
~—~—

(&

-~

L. Informa ao espago-tempo como se curvar
Informa a matéria como se deslocar

Podemos ver que a equacao (84) em quatro dimensoes representa 16 equagoes
diferenciais nao lineares acopladas. Em decorréncia da simetria dos tensores R, e T}, o
nimero de equagoes diferenciais se reduz para 10. Ainda da equacao (84), podemos perceber

que que o tensor energia-momento estd relacionado de forma linear com a curvatura.
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3.8 O TENSOR ENERGIA-MOMENTO

As informacoes sobre a distribuicdo de matéria e energia no espaco estao contidas
no tensor energia-momento. O tensor T}, descreve o fluxo de energia e momento existentes
na regiao em analise, e pode assumir diversas formas, a depender do tipo de distribuicao
desejada.

Um caso de grande relevancia no contexto das solucoes exatas das equacoes de

campo de Einstein é o vacuo. Para descrever vacuo o tensor energia momento assume a

forma (CARROLL, 2004; MISNER; THORNE; WHEELER, 2017)
T, =0. (88)

Esta distribuicao de massa e energia simplifica consideravelmente a resolucao
das equacgoes de campo, sendo um cenario de grande interesse, além de ser uma 6tima
aproximacao para sistemas como o sistema solar.

Um outro exemplo usual de distribuigao é o chamado fluido perfeito. A forma geral

covariante deste tensor ¢ dada pela expressao

Ty = (p+ p)uytiy + g (89)

sendo p a densidade de energia, p a pressao e u o campo vetorial associado a velocidade

do fluido (WEINBERG; DICKE, 1973).

3.4 ESPACOS-TEMPOS ESFERICAMENTE SIMETRICOS

A realidade dos sistemas fisicos é repleta de nao linearidades e dinamicas de
grande complexidade, tornando a precisa descricao destes sistemas através de modelos
uma ardua tarefa, que na maioria das vezes se mostra infactivel. A fim de superar esta
dificuldade, aproximagoes sao realizadas e modelos aproximativos sao estudados. No campo
da relatividade geral o procedimento é semelhante, uma vez que as equagoes de campo
(85) tém natureza nao linear. Em geral, para descrever determinados sistemas se assume
simetria esférica, o que é uma boa aproximagao para o espago-tempo deformado por um

planeta ou estrela.

Definigao 3.13. Uma variedade M possui uma simetria (também chamada de isometria)

se a sua geometria é invariante sobre certa transformacao que mapeia M nela mesma.
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Mais especificamente, um espacgo-tempo possui simetria se a sua métrica é invariante por

uma transformacao continua atuando sobre a variedade.

A simetria pode ser avaliada através de campos vetoriais chamados campos de

Killing definidos como segue

Defini¢ao 3.14 (Equacao de Killing). Dada uma geometria M, um campo vetorial de
Killing K, ¢ um um campo vetorial que preserva a métrica, ou seja, a métrica permanece

inalterada ao longo de seu fluxo.
Os campos de Killing sao construidos através da equacdo de Killing, definida como segue.

Definicao 3.15 (Campos de Killing). Os campos K, que sdo solugdo da equacao de
Killing,
V.K +V,K,=0, (90)

sao os campos vetoriais de Killing.

Os campos de Killing geram isometrias, veja por exemplo a figura 7. Como um

resultado importante, temos que se a métrica é independente de alguma coordenada x7, o

vetor V, ira satisfazer a equacao de Killing consequentemente.

o

Figura 7 — Campo de Killing associado a coordenada ¢.

Fonte: Carroll (2018).
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3.5 EQUACOES DO MOVIMENTO GEODESICO EM ESPACOS-TEMPOS SIMETRICOS

A classe de geometrias que inicialmente nos interessa sao os espago-tempos estaticos
e esfericamente simétricos, esta classe abrange solucoes do tipo Schwarzschild e Morris-
Thorne. Geodésicas tipo tempo descrevem o movimento de particulas massivas, enquanto
que geodésicas tipo luz modelam particulas com massa de repouso nula. A dinamica
geodésica pode ser bastante complexa, e mesmo caotica, dada a natureza nao-linear das
equagoes de Einstein (CARROLL, 2004; CHANDRASEKHAR, 1998).

Inicialmente, devemos encontrar a Lagrangiana para uma particula de teste nesta

classe de geometrias. Os espagos-tempos com simetria esférica e estaticos possuem o

elemento de linha da seguinte forma genérica (CHANDRASEKHAR, 1998),

ds® = g, dzidr” = A(r)dt* — dr? — r?dQ? , (91)

B(r)

onde dQ2? é o elemento de linha de uma esfera de raio unitério,
dQ? = d#? + sin? 6de* . (92)

Uma vez que o elemento de linha assume a forma (91), a geodésica pode ser derivada

da Lagrangiana (CHANDRASEKHAR, 1998),

dz* dz¥

23 = guyaa s (93)

onde A ¢ algum parametro afim ao longo da geodésica.

Definigao 3.16 (Parametro afim). Sejam as equagbes que descrevem o movimento
geodésico parametrizadas por A\. O parametro A é chamado de pardmetro afim! se ele
torna homogénea a equagao da geodésica (WEINBERG; DICKE, 1973),
2 v o
d®azt +F50dx dx _
dA? dA dA

(94)

Se a conexao for compativel com a métrica, o tensor métrico serd transportado

paralelamente na geodésica e fornecerd a seguinte Lagrangiana,

27 =

Ar(V) (%)2 - B(:(A)) (dg(;))Q — (V)2 (%)2 (A2 sin20 (%@)2 - (95)

1

O parametro afim recebe esse nome por conta que, dados dois parametros \; e Ao que satisfazem a
definigao 3.16, entao eles se relacionam através de uma funcao afim A\; = als + b.
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Utilizando a definigdo canonica de momento apresentada na equacao (10),

0L
_— = p y 96
d(dg,/dN) . (96)
que nos fornece para as componentes da métrica (91),
0L dt
— =p=A(r)— .
= m = Al (97)

Em geral, interpreta-se o momento relacionado ao tempo como sendo a energia associada
a particula. Uma vez que o sistema ¢ estaciondrio, a energia total é uma quantidade que

Se conserva,

dt
P = A(r)a = cte . (98)
Assim como,
o 5 (dO(N)
e
0L . do(N)
5—q_3 = p¢ = —TQ()\) Sln2(9>T s (100)

que sao entendidos como as componentes do momento associadas as coordenadas 6 e ¢, e

i _
oqu

(101)

a componente do momento a trajetoria.

Montando a Hamiltoniana a partir da Lagrangiana do problema, chega-se a seguinte

equacao,
3 3
. 0% .
f%ﬂ:z%a—-_gzz(lupu_gv (102)
p=0 u p=0
ou
%:
de\? A\ Ao\t L, (do\?
A(r) <a> - (B(T) <ﬁ) +7r <ﬁ> + 7% sin”(0) (a) - =% . (103)
) 7

O fato da Lagrangiana ser igual a Hamiltoniana implica nao haver energia potencial
associada ao problema, apenas energia cinética, o que pode ser observado da Lagrangiana
(93) (CHANDRASEKHAR, 1998). Deste fato segue que a Hamiltoniana e, consequentemente,

a Lagrangiana serao constantes,

H =L = cte . (104)
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Realizando um reescalamento do parametro afim A é possivel colocar . = 1 para geodésicas
do tipo tempo e .Z = 0 para geodésicas do tipo luz.

Das equacoes

dpt_af_
- o =0, (105)
dp¢76$7

vemos que as funcoes p; e py se conservam, assim definimos sem perdas de generalidade,
pp=FE, (107)

ps=1L. (108)

Interpreta-se, respectivamente, a equagao (107) como a energia cinética do sistema
e a equagao (108) como o momento associado a varidvel angular ¢ (momento angular por
unidade de massa de repouso) (MISNER; THORNE; WHEELER, 2017).

Resolvendo as quantidades conservadas E e L para os termos diferenciais no plano

orbital 7/2 e substituindo na equagao da Lagrangiana temos,

dt E
A AF(N) (109)
dg L

DR (110)

w000 ()~ B () 70 (ai) =22 o

co1m

% =0 para particulas com massa de repouso nula
% =1 para particulas massivas

Resolvendo para (), temos,

o1 dr(\) 2:_ E? L2
i B<r<A>>< dA) A T (112)

multiplicando os dois lados por —B(r())), temos (DECANINT; FOLACCI; RAFFAELLI,
2010),

22 B(r(\) + (dg;)) - ié:&;;ﬁ - TQIE)\)B(T()\)) , (113)



dr(MN\>  B(r(\) ., L
( ax ) Ao TR

B(r(\) —2ZB(r(\)) .

o4

(114)

Sendo o sistema constituido pelas equagoes (115), (116) e (117) o nosso sistema de

equacoes diferenciais de interesse,

S D R
dt E

A\ (116)
d¢ L

ES =IOV (117)

o) = = (118)

3.6 A SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD

Existem diversas solugoes para as equacoes de campo de Einstein, no entanto, uma

das mais simples e relevantes foi derivada em 1916 pelo astronomo e fisico alemao Karl

Schwarzschild (1873-1916).2

As equacoes de campo de Einstein relacionam a geometria do espago-tempo com a

distribuicao de matéria e energia da regiao em questao. E possivel estudar solugoes da

equagao (84) para uma distribuigao de vdcuo, ou seja, com tensor energia-momento dado

pela equagao (88). Contraindo ambos os lados da equagao (84) e fazendo A = 0, é possivel

verificar que

1
R.g" —=Rgug" = kTug" ,
—— —— ——

2
R 54

que nos fornece em quatro dimensoes,

R=—kT .

(119)

T

(120)

Em 1914, a Europa foi abatida pela primeira guerra mundial, fato que fez Karl Schwarzschild servir

voluntariamente ao exército alemao, mesmo estando acima de seus 40 anos. No entanto, em 1916 o
quadro de sua doenca estava acentuadamente agravado, entao Karl conseguiu a liberacao do servigo
militar dando continuidade ao seu tratamento em sua residéncia. Em 11 de maio de 1916, dois meses
apos a sua liberacao, Karl Schwarzschild faleceu com a idade de 42 anos, sendo enterrado no Cemitério
Municipal de Gottingen (Stadtfriedhof de Géttingen) ao lado de grandes nomes da ciéncia como Max
Born, Max von Laue, David Hilbert, Max Planck e Felix Klein (SUHENDRO, 2008).
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Substituindo na equacao (85), obtemos diretamente,
1
R,uu + §/€Tg,uu = KT,LU/ ) (121>

que resolvendo para R, nos fornece,

1 1
R,, = kT, — EngW =K (TW — §Tg#,,) ) (122)
Ou seja,
1
R;w = 5<T;w - iTg,Lw> ) (123)

portanto, uma vez que o tensor energia-momento é nulo, a equagao (123) se reduz a
R, =0. (124)

Assumindo um campo gravitacional esfericamente simétrico, que é uma boa
aproximacao para o campo gravitacional gerado pelo Sol ou pela Terra, pode-se obter a
trajetoria de particulas de teste quando nao ha forcas externas atuando sobre elas. No
contexto da relatividade geral, existe um importante teorema que afirma a unicidade de

solugoes simétricas e estaticas.

Teorema 3.17 (Teorema de Birkhoff®). Dadas as equagdes de campo de Einstein (85),
qualquer solucao de vdacuo com simetria esférica e A = 0 deve ser descrita pela métrica
de Schwarzschild, que em coordenadas esféricas {t,r,0,¢} é dada por (SCHUTZ; WILL,
1985: WEINBERG; DICKE, 1973)

2GM 2G M\ -1
ds? = gudarda’ = (1= =2 )d = (1= =) dr? =202, (125)
r r
onde
dQ? = d6” + sin® 0d¢” | (126)
em que M € a massa do objeto gerador do campo gravitacional e 2° = t,2' = r,2? =
0, 2% = ¢.

Vemos que a métrica de Schwarzschild é estatica, com os campos de Killing,

0
= — 127
T ot '’ (127)
associado a estaticidade do espago-tempo e
0
K== 128
a¢ Y ( )

3 George David Birkhoff, 1884-1944.
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associado a simetria em relacao a variavel angular ¢. Fazendo r — oo na métrica de

Schwarzschild (125) se obtém a métrica de Minkowski
d512\4inkowski = dt2 - d7’2 - T2dQ2 ) (129)

de forma que a geometria de Schwarzschild é assintoticamente plana. A métrica de
Minkowski (129) descreve um espago-tempo regular em todos os pontos, sem matéria e,

portanto, sem gravidade.

3.7 A SOLUCAO DE SITTER

Sejam as equagoes de Einstein (84) com uma eventual constante cosmolégica nao
nula escrita no sistema natural de unidades. A solugao de vécuo (7, = 0) e maximalmente
simétrica (com 10 campos de Killing linearmente independentes) pode ser escrita na forma

do elemento de linha (91) com fungées métricas
A,
A(r)=B(r)=1- 37 (130)

Se A > 0, temos a métrica de Sitter. Se A = 0, temos a métrica de Minkowski. Se A < 0,
temos a métrica anti-de Sitter.
Para a solucao de Sitter, o espaco-tempo associado possui um horizonte em r = r,,

onde 7. é o chamado “raio cosmologico”:
(131)

O horizonte em r = r. é dito um horizonte cosmoldgico, porque observadores descritos por
curvas tipo tempo ou sinais descritos por curvas tipo luz podem sair do horizonte, mas
nao podem voltar. Este horizonte permite a passagem em uma unica direcao. Entretanto,
ao contrario do horizonte de eventos no buraco negro de Schwarzchild, tudo sai, e nada
entra (KIM; OH; PARK, 2002).

A solucao de Sitter é uma solugao cosmoldgica, que descreve um universo homogéneo

e isotrépico que se expande exponencialmente. O espaco-tempo associado é, por vezes,

chamado de Universo de Sitter (KIM; OH; PARK, 2002).
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3.8 BURACOS DE MINHOCA ASSINTOTICAMENTE DE SITTER

Uma geometria que pode ser interpretada como uma estrutura inserida em uma
brana com constante cosmoldgica positiva foi obtida em Molina e Neves (2012a). Neste
caso, nao ha solugoes tipo buraco negro. Existem apenas somente solugoes descrevendo
buracos de minhoca. As equagoes de campo na brana, generalizando as equagoes de Einstein
quadridimensionais (84), sao:

K2 K2
Guw = —Agu + /{277W +6—S, —Eu + 47

3 Fuv s (132)

onde G, ¢ o tensor de Einstein quadridimensional, 7, ¢ o tensor energia-momento na
brana, enquanto que S,, e F,, sao termos de correcoes de alta energia.

Na expressao (132), as corregoes gravitacionais do bulk sobre a brana sdo expressas
pelo termo £, a projecao do tensor de Weyl 5-dimensional na brana. Este termo depende
fortemente da forma do bulk, e nao pode ser determinado somente através de informacoes
na brana. Carrega portanto as corregoes “nao-locais” do bulk sobre a brana. A constante
cosmoldgica efetiva na brana é dada por A.

Assumindo vacuo na brana, as equacoes de campo gravitacionais quadridimensionais
se reduzem a

1
R, — §R9W =—Ngw —Eu - (133)

Uma combinac@o das equagoes efetivas (133) escrita sem a especificacao de &, é o trago
da equagao (133):
R =4\, (134)

onde R denota o escalar de Ricci quadridimensional.

Uma solucao nao-trivial com A > 0 é dada por

Alr)=1-— (135)

r? r. (r? —7’2)3/2
B — (1= 1 1) &tte 0/ 1
m=(1-) rre-nt i | (136)
b(r)
onde
3 2
Te = X , To = X (137)
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0<C<1. (138)

Solugdes mais complexas podem ser vistas em (MOLINA; NEVES, 2012a). A solugao
apresentada (wh_dS) descreve um buraco de minhoca, que liga dois horizontes cosmolégicos

(em r = r.). A garganta do buraco de minhoca ¢ localizada em r = r,, onde
Blr,) = 0. (139)

ou
ry (12 =122 = (1= Oy, (12— 12)*? (140)

ou ainda

A2

Uma restricao sobre os horizontes e a garganta do buraco de minhoca nesta solugao ¢ que

ry (r2 —~ 3>3/2 _v3-0) (141)

ro <1y < Te . (142)

O sistema de coordenadas (t,r,0, ¢) é véalido para r, < r < r..

3.9 LIMITES EXTREMO E QUASE-EXTREMO DA SOLUCAO WH_DS

O limite quase-extremo é obtido com C' préximo de 0, porém ainda positivo (C' 2 0).
Neste caso, a garganta estd muito proxima do horizonte cosmolégico. Na extensao maximal,
os horizontes cosmolégicos (dos dois lados da garganta) estdo muito préximos. Temos um
espaco-tempo onde o horizonte possui gravidade superficial préxima de zero, porém nao
nula. Definindo o parametro adimensional ¢ da seguinte forma,

Chl R (143)
Te Te

0=

de forma que 0 < § < 1, é possivel manipular algebricamente a expressao (143) para

encontrar uma expressao analitica para o raio da garganta,

ry=Te (1 —~ %) . (144)

Realizando uma mudanga de coordenadas na equagao diferencial (115) para a
coordenada radial quase-global u definida por Bronnikov et al. (2008),

Alr) 1
B(r)  \/b(r)’

du
o 145
dr (145)
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podemos linearizar a fungao b(r) via série de Taylor em torno do raio da garganta e integrar
analiticamente a equagao diferencial (145). Como C & 0, os termos de maior relevancia
sao os lineares, assim, realiza-se também uma expansao em série de MacLaurin em C', para

obter a seguinte funcao r(u),

r(u) =1y + %u2 , (146)
com
10  23C
= — . 147
¢ Te + T (147)

E de interesse o calculo da gravidade superficial nos horizontes, que para esta classe

de espaco-tempo pode ser avaliada através da seguinte expressao

S(AmBm)| (148)

Rpg =

r=rg
onde A(r) e B(r) sao definidos pelo elemento de linha (91) e ry é algum horizonte associado

ao espago-tempo (CARDOSO et al., 2009).

8.10 A SOLUCAO CFM

Uma solucao alternativa para espacos-tempo no contexto das branas foi proposta
por Casadio, Fabbri e Mazzacurati (CASADIO; FABBRI; MAZZACURATI, 2002). A
solucao apresentada encontrada é dada pelo elemento de linha (91) com as fungoes métricas

da seguinte forma,

A(r)=1- ¥ , (149)
Br) = A |1+ S0 (150)

As solugoes definidas pelas fungdes (149) e (150) sdo parametrizadas pela constante C
(que esté relacionado com o parametro pés Newtoniano  proposto por Casadio, Fabbri
e Mazzacurati (2002)), que altera a estrutura do espago-tempo associado, no entanto,
diferentemente da geometria wh_dS, C' nao possui um limite superior ou inferior. Os
possiveis casos de espagos-tempo associados a solugao CFM estao esquematizados no

quadro 3.



Parametro C' Estrutura
C<0 Buraco de minhoca atravessavel
C=0 Buraco negro com horizonte duplo e interior regular
0<C<1 Buraco negro regular sem singularidade interna
Cc=1 Buraco negro de Schwarzschild
C>1 Buraco negro com singularidade interna

Quadro 3 — Possiveis casos para a solucao CFM em termos do parametro C'.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4 ANALISE DA DINAMICA GEODESICA

Nesta secao serao estudados os aspectos dinamicos das geodésicas do tipo tempo e do
tipo luz no contexto da geometria de Schwarzschild, do buraco de minhoca assintoticamente
de Sitter e CFM. A caracterizacao de pontos fixos sera realizada e sua estabilidade sera
estudada a partir dos métodos de Lyapunov e Jacobi, bem como eventuais transi¢oes de

estabilidade.

4.1 RELACAO ENTRE ESTABILIDADE DE LYAPUNOV E JACOBI

E possivel realizar uma associagao entre as nogoes de estabilidade de Lyapunov e
de Jacobi, como apresentadas no capitulo 2, se¢oes 2.7 e 2.8, dada a expressao geral para
as geodésicas (115) derivada no capitulo 3, se¢ao 3.5.

Tomando a derivada da expressao (115) com relagao ao parametro afim A\ de ambos

os lados da equagao (240), obtemos a seguinte equacao diferencial de segunda ordem

d’r  1df
- =_1 151
dr\z 2dr’ (151)
onde
_ B(r) » L?
flr)y = A(T)E B(r) <2$—|— =) - (152)
Comparando a equagao (151) com a expressao geral (35) nos fornece,
1df
1
S 1
G 5 dr (153)

Avaliando a conexao nao linear N ; = N! =0, e consequentemente a conexao de Berwald

G;'-l = 0 também. Assim, segue que a unica componente nao nula do tensor de desvio é,
oGt 1d*f
ozl 2dr?

onde r, é o raio do ponto fixo do sistema. Calculando agora os autovalores da matriz

: (154)

T=Tx

Jacobiana (25) associada ao sistema (151) desacoplado, vemos que
1d*f
2 dr?

=T«

(155)

Assim, vemos que a situagao de estabilidade ocorre quando f”(r) < 0 e que a situagao
de instabilidade ocorre quando f”(r) > 0, estando ambos os critérios de estabilidade em

concordancia, como também constatado por Abolghasem (2012) para o caso da geometria

de Schwarzschild.
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4.2 GEOMETRIA DE SCHWARZSCHILD

A geometria de Schwarzschild é descrita pela métrica (125), que comparada com a

métrica mais geral (91) nos fornece

Alry=B(r)=1— —. (156)

r

As geodésicas do tipo tempo sao descritas pela equagao (115) com £ = 1/2.
Podemos colocar a equacao na forma do problema Newtoniano de forga central, resultando

assim em

(g—;)z =E*-V(r), (157)

V(r)= (1 - %) (1 + L—2) , (158)

onde a dependéncia de r no parametro afim A foi ocultada por simplificacao da notagao.

COo1m

Algumas curvas do potencial efetivo V (r) sdo apresentadas no grafico da figura 8.

0.54 4 Valores de L/M
—4.330
— 4.0
1.52 4 —_—3.Th
— 3454
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0.50 Orbita Hetero.
| '\ e ISCO
| \
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— (1.48 4 |
£

0.46 A

0.44
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i) 20 25

1f
.“/f'l.lr

Figura 8 — Curvas para o potencial de Schwarzschild V' (r) associado & geodésicas do tipo
tempo com varios valores de L/M.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir da figura 8 é possivel observar algumas caracteristica qualitativas do

sistema. O primeiro fato a ser notado é a existéncia de dois tipos de orbitas fechadas, as
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perfeitamente circulares com r constante e as elipticas, isto é, orbitas que oscilam entre
dois valores extremos r; < r < ry que sao determinados pela energia total do sistema
E. Estes valores extremos representam pontos fixos da equagao diferencial (157) e estas
orbitas sao ditas heteroclinicas.

As orbitas fechadas sao elipticas e seus afélio e periélio sao seus pontos fixos.
Exatamente sobre minimo do potencial V' (r) existe uma drbita circular (de excentricidade

zero), que por sua vez é uma raiz de multiplicidade algébrica 2 quando verifica a condigao,
V(ir)y=0, (159)

assim temos,

L? 4+ VL4~ 12M212

_ 160
1,2 oM (160)

Para que a raiz tenha multiplicidade algébrica igual 2 é necessario impor que
L* =12M* . (161)

Substituindo a expressao (161) na equacao (160), verifica-se
12M*

= =6M 162
r= A =60 (162)

que é o raio onde ocorre a tltima oérbita estavel, ponto que é comumente retratado na
literatura pertinente como ISCO (CORNISH; LEVIN, 2003; CHANDRASEKHAR, 1998).

Definindo a seguinte quantidade,

(j—;)Q w? (163)

podemos rearranjar a expressao (157) obter a equagao

w?  V(r)
B2 B2

=1, (164)

que descreve elipses do espaco de estados do sistema, conforme apresentado na figura 9.
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Figura 9 — Espaco de estados para o sistema com L/M = 4 para diversos valores de E.

Fonte: Abolghasem (2013).

A fim de estudar a estabilidade dos pontos fixos do sistema deriva-se a equacao

(157) com relagao ao parametro afim A,

d [dr\*> d
5 (5) = mE - voe, (165)
que nos fornece pela regra da cadeia,
d*r 1dV
- = 1
d\? 2dr’ (166)

que é a equagao para o método utilizado em (ABOLGHASEM, 2013).
Desacoplando o sistema a fim de reduzir o grau da equacao diferencial, temos o
seguinte sistema de equacoes diferenciais,

F=w, (167)

1dV
. 1dv ]
w 5 q (168)

do qual podemos construir o espaco (r,w). Uma vez que o sistema é Hamiltoniano
e o teorema de Liouville assegura a conservacao do espago de estados, as trajetorias
parametrizadas por A seguirao curvas A — (r(A), w(\)) sobre o plano (r,w). A equacao de

restricao é fornecida por

E? = w? 4 V(r) = constante , (169)
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Para compreender o comportamento assintético do sistema é necessaria a linearizacao
do sistema, e para tal, consideramos que o sistema em questao é duas vezes continuamente
diferencidvel e que existem finitos pontos de equilibrio. O campo vetorial f : R>g x R — R?
¢é definido por

fr,w) = (r,w) = (w,—1/2V'(r)) , (170)

para o nosso sistema de equagoes (167) e (168). Os pontos de equilibrio para este sistema
sao (r4,0), onde r, é o valor do raio onde o potencial V'(r) = 0, ou seja, o raio critico do
potencial. Neste ponto a energia potencial do sistema é um extremo.

A matriz Jacobiana do sistema (168) é dada por

f 0 1
J= g—(r,w) = ) , (171)
X _EV”(T) 0
cuja equagao caracteristica é
1
det(J —vI) = v* + 5v’/(r) =0. (172)

A quantidade v representa os autovalores da matriz (171), com

v=+ ,/—%VH(T)

Pela classificacao dos pontos fixos a partir dos autovalores contidos na tabela 1, podemos

(173)

T=T%

inferir as condigoes associadas a cada possibilidade de ponto fixo.

A primeira possibilidade acontece quando V”(r,) < 0, nesta situagdo temos vy <
0 < 1y € R, sendo assim um ponto de sela, isto o ocorre quando V' possui um maximo
local em r,. Caso V"(r,) > 0, temos v, v, € C e este ponto no espaco de estados serd um
centro pela conservacao da energia total (169), esta condigao é satisfeita caso haja um
minimo local de V(r) em r,. Quando ha V" (r) = 0, hd um ponto de inflexdo no potencial,
entao a analise deve ser mais cautelosa.

Para estudar as geodésicas nulas na geometria de Schwarzschild devemos fazer
Z = 0 nas equacoes que descrevem as geodésicas em geometrias esfericamente simétricas

(115)-(118), o que nos fornece o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordindrias,

ar\?> oM\ L2
(2) —p— (1-24) 2 a

do L

- 1
d\ r2’ (175)
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dt E
oo (176)
(N = g . (177)

O potencial efetivo das geodésicas do tipo luz associado a equagao (174) assume a

forma,

V() = % (1 ~ %) L (178)

r r2

As solucoes de equilibrio deste sistema dinamico sao os valores de r tais que
E*=V(r), (179)

conforme a equagao (157). Podemos observar esta condicao graficamente na figura 10a.
Desta forma, observa-se que existem dois pontos fixos reais conforme é variado o
valor de E, até que se atinge o ponto de inflexao do potencial, onde os dois pontos fixos se
encontram no ponto de extremo do potencial. Neste ponto h& apenas um ponto fixo de
multiplicidade algébrica dois. Este ponto descreve uma geodésica circular, na chamada

fotosfera'.

1.0

0.6 1
0.5 I :
Valores de L/M

— 43

0.5

— 40
— 358

0.6 0.4

(r)

Vir)

= i
—— F!

"""" Lim. Assint,

0.4

Fotosfera
(.2

(.0 0.0} 1

2 1 6 s 10 5 10 15 20 25

Figura 10 — Potenciais de Schwarzschild para geodésicas do tipo luz.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na figura 10a estd diagramado o potencial para geodésicas do tipo luz, com os

pontos indicando na figura os pontos fixos do sistema fixado um valor E de energia. Na

I Também chamada de esfera de fétons ou, quando na literatura estrangeira, photon sphere ou ainda de

lightsphere.
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figura 10b, diversos potenciais para geodésicas do tipo luz explicitando as fotosferas (pontos
de equilibrio dos potenciais correspondentes). O valor do raio da fotosfera 7, pode ser
encontrado derivando-se o potencial V(r) e igualando-a a zero,

dVv  2L*(3M —r)

==\ " _0 180
dr rt ’ (180)
de onde podemos perceber que unica raiz possivel é rgon = 3M.

O valor critico de energia para que se atinja este ponto pode ser encontrado a partir

da equacao (179),
L2
2TM?

E = L_Q_ii (182)
Vo © 3vV3M

Define-se parametro de impacto D como segue em 4.1.

E? =V (rtton) = V(3M) = (181)

Definigao 4.1 (Parametro de impacto). Dada uma trajetéria &, o parametro de impacto
é definido como a distancia perpendicular entre a trajetéria & da particula e o centro do

potencial (MISNER; THORNE; WHEELER, 2017)), expressa como a quantidade,

L
D=—. 183
- (183)
O parametro de impacto critico para as érbitas do tipo luz é dado por,
D, =3V3M . (184)

Os pontos de fixos 1y e o da figura 10a originam orbitas que sao instaveis. Orbitas originadas
na periferia do ponto r; caem inevitavelmente no horizonte de eventos, enquanto as érbitas
originadas em ry caminham em diregao ao infinito.

A analise realizada para estabilidade das trajetdrias do tipo tempo se mantém para
as trajetorias do tipo luz, sendo a estabilidade de um ponto fixo inferida a partir dos
possiveis valores de v obtidos pela expressao (173).

A tnica possibilidade de estabilidade acontece quando V" (rgton) < 0, nesta situagao
temos 11 < 0 < 15 € R, sendo assim um ponto de sela, isto o ocorre quando V' possui
um maximo local em 70, Como o potencial V (r) ndo admite minimos locais, ndo ha

a possibilidade de ocorréncia de centros. Assim, no contexto de particulas ndao massivas
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temos que em r = 3M ocorre um maximo do potencial, cuja a segunda derivada é dada

por,
V(r) = —% | (185)
Avaliando V”(r) em r = 3M, temos
VM) = -2 0 v LeR e MeR*. (186)
1M+

Desta forma, qualquer geodésica nula que se aproxima da regiao da fotosfera tende a se
afastar dela, ou eventualmente cair no horizonte de eventos em r = 2M. O espago de

estados do sistema (168) esta plotado na figura 11.
0.2

0.1

0.0

dr
dA

2 4 6 8 10
r’'M

Figura 11 — Espaco de estados gerado via integral de linha convolucional do sistema
definido por (167)-(168).

Fonte: Elaborado pelo autor.

No espago de estados da figura 11 é possivel observar que existe um ponto fixo em

r = 3M, que é o raio da fotosfera. Este ponto é uma sela instavel, é possivel identificar
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esta instabilidade observando o fluxo das trajetérias vizinhas a este ponto no diagrama 11,
que se afastam.

Uma condicao para a existéncia de ciclos limites em um sistema dinamico é a
existéncia de orbitas fechadas no sistema, que pode ser verificada com o auxilio do teorema
2.16, como veremos a seguir. Assim deseja-se demonstrar a existéncia de orbitas fechadas
para o sistema seja para o caso de geodésicas do tipo tempo ou do tipo luz. Para as
trajetorias do tipo tempo em Schwarzschild, sao conhecidas as érbitas fechadas do sistema
(CORNISH; LEVIN, 2003; CHANDRASEKHAR, 1998), como por exemplo a ISCO,
enquanto que para as trajetérias do tipo luz sabe-se que a tUnica trajetoria fechada é
a fotosfera (CARDOSO et al., 2009). Desta forma, a fim de verificar a impossibilidade
de orbitas circulares no sistema, é conveniente transferir o sistema de coordenadas do
problema para o plano cartesiano. Para isso consideremos as novas coordenadas x(6(\)) e

y(p(N)), relacionadas com as coordenadas esféricas por

2(9(A)) = r(d(A)) cos(o(N)) , (187)
(@A) = r(o(A)) sin(¢(A)) , (188)
ri(@(N) = 2(3(V)* +y(e(N) - (189)

Diferenciando as equagoes (187) e (188) com relagdo ao parametro afim A\ obtemos

0 novo sistema de equagoes,

dz drde . do
= cos(6) — () sin(6() G5 - (190)
dy drde . do
L (6N + () o9V o - (191)

Tendo em mente as relagdes expressas nas equagoes (187), (188) e (189), coloca-se o sistema

na seguinte forma,

a_daof a  ar

D | Vet gonds W) 1
dy _dof oy dr ]

%o | o o) (193)

que pela regra da cadeia fica

de de [ =) dr dx ]
ﬁ_ﬁj@mumwﬁ@_w{’ (o)
dy do¢ [y dr dX ]
a — a _ $<>\)2 n y()\)2a@ + SB()\)_ . (195)
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O sistema de equagoes (194)- (195) nao possui ponto fixo, tendo uma descontinuidade
em (x,y) = (0,0). Assim, testamos o critério de Bendixson (Teorema 2.16), onde verifica-se

que as derivadas parciais sao,

of _0g _do|1drdr) ldr (196)
or Oy dX|[rdixde| rd)’
assim, a soma
af ~dg 2dr
%Jra_y_rdﬂéOVDd\@M’ (197)

Logo, para valores do parametro de impacto menores do que o critico o sistema nao admite
geodésicas nulas fechadas.

Como discutido na secao 2.2, definicao 2.6, uma orbita é homoclinica quando existe
uma variedade estavel e outra instavel associada ela, ambas conectadas ao mesmo ponto
fixo do espaco de estados. Para orbitas do tipo tempo, estas duas variedades se interceptam
em um ponto, que no contexto de Schwarzschild é a ISCO (CORNISH; LEVIN, 2003).

A ISCO é um ponto fixo do tipo sela, onde as duas variedades estavel e instavel
coexistem, representando assim a divisao entre a estabilidade e a instabilidade do sistema.
No caso das geodésicas do tipo tempo de Schwarzschild, as érbitas homoclinicas se iniciam
na variedade instavel do ponto de sela até atingir um raio maximo, diga-se um r = 7.y,
momento que orbita retorna para a variedade estavel. Este deslocamento ¢ observavel no
espaco de fases do sistema. Um prolongamento de érbita homoclinica para trajetérias do

tipo tempo é apresentado na figura 12.
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Horizonte de eventos

180°

270°
Figura 12 — Trecho de érbita homoclinica (plano orbital) para particulas massivas com
L/M =12,/3/35.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por outro lado, as geodésicas do tipo luz nao possuem orbitas homoclinicas em seu
espaco de estados uma vez que as érbitas que partem do ponto de sela ou se dirigem ao
infinito ou caem no horizonte de eventos, como pode ser observado no espaco de estados da
figura 11. No entanto, ao reparametrizar a érbita no parametro ¢ fornecido pela equacao

(175), temos?,
dp L

T _ _ = 1
d\ r2’ (198)

e ainda realizando a transformagcao da varidvel dinamica x = M /r, a equagao (174) se

2
(j—z) = @ —2%(1 —2z) . (199)

Através de uma separagao de varidveis na equagao (199), temos a seguinte integracao,

o f i

2 Método apresentado em Chandrasekhar (1998, p. 123).

torna
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onde
M?E?
Pa) =~

A integral do lado esquerdo da equagao (200) nos fornece ¢ + C, onde C' é uma

—2%(1 - 2z) . (201)

constante de integracao. Por outro lado, a integral do lado direito da equagao nao ¢é trivial.
Trata-se de uma integral eliptica cuja solu¢ao é um pouco mais complicada. Colocando o

parametro M?E?/L* = 1/27, temos que o polinomio P(z) de (200) se torna,

P(z) = % —2%(1 - 2z) , (202)

cujas rafzes satisfazem a equagao 1/27 — r?(1 — 2r) = 0. O polindémio P(z) possui uma
raiz 11 = —1/6 e outras duas iguais (multiplicidade algébrica dois) o = 3 = 1/3, desta

forma, podemos reescreveé-lo da seguinte forma

Plz) =2 (x + %) (x _ %)2 | (203)

Substituindo o polinomio (203) na equagao (200), temos

(204)

dz
o+ C = )
/Wwa (x—3)°

A integral (204) pode ser expressa por fungoes elementares, e resolvida utilizando a
substituicao padrao

1
2r + 3= ) (205)

cujo o diferencial associado ¢é

N

dt 1\
L (o) . p
e (a:—|—3) (206)

A partir da nossa substitui¢ao (205), podemos verificar que x = t2/2—1/6, assim, podemos

eliminar a variavel x da equacao,

dt
C=-2[] ——. 207
Tendo em mente que a derivada da funcao inversa da tangente hiperbdlica é dado
por,
o [tanh™!(z)] = T (208)

é possivel observar que a primitiva do integrando em (207), é tanh™'(¢), nos fornecendo,

¢+ C = —2tanh™! (\ [2x + %) . (209)
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Resolvendo para z(¢), temos,

xout(é) — %tanhQ (M) 1

;) 5 (210)

Para uma particula oriunda do infinito, temos que a condicao inicial da trajetéria

deve satisfazer

tanh? (%%) = % , (211)

o que faz com que xy,(0) = 0 e pela definigao da varidvel dindmica x pode-se observar
que a particula vem de r = oo.

Tomando o limite,

1

¢1—1>r:£oo xout(¢> = g ) (212>

onde, pela definigdo da varidavel angular ¢ em (175), vemos que ¢ — —oo representa uma
orbita com momento angular L < 0 e ¢ — oo representa uma érbita com momento angular
L > 0. Observa-se pelo limite (212) que estas 6rbitas tendem assintoticamente para a
fotosfera. A figura 13 mostra as geodésicas do tipo luz com parametro de impacto D.

critico nas redondezas da fotosfera.

180°

270°

Figura 13 — Geodésicas nulas com D = D..

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nota-se que trajetorias vindas de r = oo tendem assintoticamente a fotosfera, assim

como as orbitas originadas no horizonte de eventos em r = 2M. As érbitas originadas no
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horizonte de eventos podem ser consideradas érbitas prolongamentos das orbitas vindas
de fora da fotosfera, ou seja, érbitas que acabam escapando da regiao da fotosfera devido
algum pequeno desvio sofrido (CHANDRASEKHAR, 1998).

As geodésicas nulas criticas que se iniciam no horizonte de eventos em direcao a

fotosfera possuem a seguinte solucao,

1 2e?
in = 5 ] 213
que ao tomarmos o limite,
1 2e? 1
lim x, = lim -+ lim — = -, 214
p—>too (9) ¢p—too 3 p—too [e¢(1 _ e%)f 3 (214)

novamente tendendo assintoticamente a fotosfera. Temos para as érbitas iniciadas do lado

de fora da fotosfera,

dzoy 1
Wout (@) = §¢t(¢) =3 tanh (¢ —;%) sech? (@) , (215)
cujo limite assimptotico nos fornece,
. Wour(9) =0 (216)

A velocidade radial associada as geodésicas que se iniciam na regiao interna da

fotosfera é dado pela seguinte expressao,

dz, 2e?(1 + e?)
cujo limite fornece,
¢1_1)rjrtloo Win(¢) =0 . (218)

O fato das velocidades associadas a coordenada radial tenderem a zero indica que
conforme a trajetoria se aproxima cada vez mais de 3M, menos o raio varia, no entanto
estas trajetorias nunca atingem r = 3M. Isso indica que a fotosfera é uma érbita fechada e
isolada no espaco fisico para aquelas particulas que possuem o parametro impacto critico,
uma condicao necessaria para a existéncia de um ciclo limite. O gréfico 13 junto com os
resultados analiticos desta secao mostram que a érbita fechada em r = 3M é um ciclo
limite do sistema no plano orbital, de forma que todas as trajetoria nulas com parametro
de impacto critico tendem assintoticamente a fotosfera.

A estabilidade da fotosfera pode ser estudada através dos métodos de Lyapunov,

seja direto ou indireto. Inicialmente, tomemos o método indireto de Lyapunov. Derivando
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ambos os lados da equagao (115), podemos construir a seguinte equagdo envolvendo
derivadas primeiras e segundas,

dr d*r  df dr
- _ = 219
dAdA\?  drdA (219)
A partir da equacao (219), temos o seguinte sistema desacoplado que define um campo
vetorial em R2,

Z(r,w) = (r,w) = wi + %f’(r)w : (220)

onde um ponto indica diferenciacao com respeito a A e uma linha com respeito a r. Podemos

tomar como fun¢ao de Lyapunov

L(r,w) = % - @ : (221)

e avaliar o gradiente da fungao L(r,w), para obter
VL(r,w) = (—f/()/2,w) (222)
Avaliando o produto escalar,
Z(r,w) - VL(r,w) = —wf'(r)/2+ f'(Nw/2=0 . ZLVLY (r,w), (223)

vemos que a condicao de ortogonalidade entre o campo gradiente e a superficie de nivel
para uma funcao de Lyapunov é satisfeita. Agora, basta mostrar que o ponto fixo é um

ponto de minimo da fungao de Lyapunov L, para isso avaliamos a sua matriz Hessiana,

H ) = R : (224)

0 1

de onde podemos observar que o ponto fixo serd um minimo se f”(r) < 0, formando assim
um centro no espago de estados do sistema. Em geral os centros previstos pela estabilidade
linear sao facilmente desfeitos por pequenas nao linearidades, no entanto, os centros de
sistemas conservativos sao robustos (DOERING; LOPES, 2008; STROGATZ, 2018).

Prosseguindo a analise de estabilidade via método indireto de Lyapunov, temos os
coeficientes associados ao ponto fixo r,,

f"(r)
2

v==+

(225)

Assim, para f”(r) < 0, temos uma situacao de estabilidade, enquanto que para f”(r) > 0

temos uma situacao de instabilidade.
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4.3 O BURACO DE MINHOCA WH_DS QUASE EXTREMO

Na aproximagao de limite quase extremo, se faz interessante o cédlculo de algumas
quantidades associadas a geometria, tais como a gravidade superficial e o potencial efetivo

associado a particula. Avaliando a gravidade superficial no horizonte de cosmologico,
obtemos a seguinte expressao,

C

Ke = )
2r,

(226)
No sistema de coordenada radial quase-global u o potencial efetivo da equacao
diferencial (115) assume a seguinte forma,

L2
V(u) = A(r(u)) (23 + W) . (227)
Linearizando o potencial para geodésicas do tipo luz até termos de segunda ordem

em u e até a primeira ordem em C', temos o seguinte potencial

AL? 19 )
C <1—5 — 4—5A2L2U2) — §A2L2U2 . (228)

Verifica-se que o tnico ponto de extremo do potencial é dado por u = 0, pois V(u) é

V(u)

um polinomio quadratico. Assim, o parametro de impacto critico é dado pela seguinte
expressao,

E*-V(0)=0, (229)
que nos fornece diretamente como parametro de impacto critico,
L 15
D, == =44/—, 230
E CA (230)
que colocando em termos de k., assume a seguinte forma,
57
D.=+ . 231

¢ 2K, (231)

Da expressao (231) podemos ver que D, > 1, pois k. =~ 0. Seguindo o mesmo raciocinio,
verifica-se que é suficiente considerar,

10

Te

¢ (232)

Finalmente, o potencial ajustado com parametro de impacto critico para trajetérias do
tipo luz é dado por,

D> 25 19) ,
V<u)ﬁ T (27"3/<ac +ﬁ) vl

(233)
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Figura 14 — Coeficientes de Lyapunov no espaco de parametros do sistema.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os coeficientes de Lyapunov parametrizados pelo tempo préprio A sao dados pela

1 /38 25
=+/=-| = . 234
0 \/2 (Tg " ’fcrg> (234)

Plotando os coeficientes de Lyapunov no espaco de parametros, figura 14, vemos

expressao (173), resultando em,

V" (u)
2

vp ==&

que nao existe um limiar para a estabilidade, ou seja, nao ha nenhum tipo de bifurcacao
associada a troca de estabilidade de pontos fixos para as geodésicas do tipo luz criticas
neste regime. Por outro lado, variando o parametro de impacto critico é possivel modificar
topologicamente o espaco de estados do sistema, especificamente dizendo, criar ou destruir

pontos fixos, conforme ilustrado na figura 15.
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Figura 15 — Bifurcacao fold do sistema com o pardmetros A =3 e C' =2 x 1074

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quando o parametro de impacto estd abaixo do valor critico (D < D.) nao ha
pontos fixos no sistema, quando se atinge o valor critico (D = D) o sistema adquire um
ponto de equilibrio exatamente na garganta do buraco de minhoca, observa-se que neste

ponto sao vélidas as condigoes

dV (u
E? —V(u) = di ) =0, (235)

que sao as condigoes necesséarias para a caracterizacao da fotosfera (CARDOSO et al.,
2009; HOD, 2011). Desta forma, a garganta do buraco de minhoca é uma fotosfera. Pelos
coeficientes maximos de Lyapunov, vemos que esta fotosfera é instavel, um ponto de sela
no espaco de fases do sistema. Conforme se aumenta o valor do parametro de impacto
acima do valor critico (D > D.), este ponto de sela se bifurca em dois pontos fixos, um
estavel e outro instavel. Para verificar a concordancia com o critério de estabilidade de
Jacobi, calcula-se diretamente os autovalores do tensor P} como definido na equacao (63)
do capitulo 2, segao 2.8. Colocando a equagao diferencial na forma generalizada (35),

vemos que
14V

1 —_——
G 2du?’

(236)

de onde ¢ direto que as conexoes Ni = G1, = 0. Avaliando agora o tensor de curvatura de

desvio (63) aplicado a este sistema na fotosfera, temos apenas o termo restante,

1d*V
Pl=——— 237
! 2 du2 u=0 < )
cujo autovalor associado é
1d*V
—_pl_-_--" ] 238
g ! 2 du? lu=0 (238)

Segundo a definicao de estabilidade 2.28, o sistema é estavel no sentido de Jacobi

apenas quando V" (u) > 0. Da expressao do potencial para as 6rbitas criticas (233), vemos

A2V 25 38
—z—( + ) , (239)

2 3 2
du roKe T2

que

ou seja V" (u) < 0V u € R, caracterizando assim a instabilidade no sentido de Jacobi em
todo o espaco de parametros. A partir da natureza do potencial, é ainda possivel observar

a nao existéncia de érbitas homoclinicas e nem de drbitas heteroclinicas.
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4.4 ANALISE DINAMICA DA GEOMETRIA CFM

Inicialmente, deseja-se descobrir os pontos fixos e eventuais pontos de equilibrio da
geometria, para isso, cancela-se o termo A(r) da equagao diferencial (115) e a colocamos

na seguinte forma,

(55) = b)) = fonlo) (210)

com B (C B 1)M
b(?“) =1+ m X (241)
alr) = 2= A0) (22 + ) (242)

onde fsen(r) foi nomeada desta forma apenas porque aquela func¢ao assume a forma
do potencial do caso de Schwarzschild. Assim, para esta funcao sao validas as analises
realizadas para aquele caso.

Desta forma, os pontos fixos do sistema serao os r, que satisfazem b(r,) = 0, bem
como aqueles 7, que satisfazem fi, (%) = 0 em (240). Observa-se que a raiz do primeiro
termo nao depende da energia total do sistema, sendo um ponto fixo inerente da geometria,

enquanto os outros pontos fixos dependem da energia total do sistema.

A raiz de b(r) é dada por

4-C)M

’I"*(O) = 9 )

(243)

enquanto a raiz de fi, (1) serd dada pelos valores de r, que satisfazem a equagao algébrica,

E? = A(r,) (2.,% — L—Q) : (244)

Observa-se da equacao (243) que o ponto fixo oriundo do termo b(r) sé se torna
relevante para valores de C' € R™, uma vez que para valores de C' > 0 o ponto fixo
originado por esta fungao esta contido dentro do horizonte de eventos em r = 2M, regiao
esta que nao é mapeada pela carta {t,r,0,¢}. Tal comportamento pode ser visto pela
figura 16.

Primeiramente, estudemos um tipo simples de érbitas, as radiais. Para tal é possivel

empregar o métodos das iséclinas, como apresentadas na definicao 2.3. As érbitas radiais
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Figura 16 — Grafico do raio da garganta do buraco de minhoca em fun¢ao do parametro

C.

Fonte: Elaborado pelo autor.

possuem momento angular nulo, o que segundo as equagoes (117), (190) e (191) faz com

que as equacoes de movimento assumam a seguinte forma ,

de dr x(A)

A ANy 219
dy _dr vy (246)

d\  dX, [t(N)2 +y(\)?

Segundo a definicao 2.3, vemos que as iséclinas do sistema devem obedecer a equagao,

dy gy
DA A 8 247
i : (247)

ou seja as isoclinas de inclinagao k sao as retas de equacao,

y=kx . (248)

Os espacos de estados no plano orbital das trajetorias radiais estao diagramados na
figura 17. Observa-se que para este caso, nao existem érbitas fechadas e, consequentemente,

nao existem ciclos, apenas trajetorias puramente radiais.
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(a) Orbitas radiais com 7 > 0. (b) Orbitas radiais com 7 < 0.

Figura 17 — Orbitas radiais se aproximando e se afastando do buraco negro. A regiao em
preto é a regiao do horizonte de eventos em r = 2M.

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.5 FOTOSFERAS CFM

A fotosfera é a tnica regiao que permite orbitas circulares no sistema, em outras
palavras, orbitas cujo o raio é invariante mediante a evolugao temporal do sistema. Segundo
a condi¢ao apresentada em (CARDOSO et al., 2009; HOD, 2011), as érbitas circulares

devem satisfazer a seguinte condicao,

fCFIvI(TC> = f(,}FM(rC) =0. (249)

Colocando a equacao de movimento no plano orbital ao considerar » como uma
funcao de ¢ ao invés de A, e ainda realizando uma mudanca de varidveis u = r~! obtemos

du\> (C'—1)Mu AMYPu 24 — E?
— ) = | [2Md — w? -
a9 MYV oWt I

(250)

Para buscar a fotosfera, devemos utilizar a condicao para geodésicas nulas . = 0, isso

nos fornece,

fsch (’LL)

A

du\> (C—1)Mu T 1
L N (7 I i 251
P T 3 T (251)

com D= L/FE.
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Da andlise em Schwarzschild, sabemos que como fs(u) é polinomial de grau trés em
u, entdo existem trés raizes complexas moduladas pelo termo independente D?. Derivando

o polinomio em relagao a u, temos,

d SC.
afuh = 6Mu® — 2u (252)
cuja raiz positiva é
1
= 253
ur =57 (253)
O valor de fepy neste ponto é,
1 E? 1
fornBM™T) = [(C =DM + 1} { 75 — ) (254)

ou seja, o ponto u = 3M~! serd uma raiz de multiplicidade algébrica dupla quando
C.= (M —1)/M ou D, = 3v/3M. Estes dois parametros serdo importantes pois eles sao
geradores de bifurcagao no sistema, como veremos mais adiante. Em suma, as solugoes do

sistema (249) sao,

Dy =+3v3M com 71 =3M ,

3
Dgzi(c;% com 71 =2(4-C),

(255)

ou seja ha duas fotosferas no sistema para C' # —2.

A dinamica para os casos de buracos negros com singularidade interna (C' > 1)
segue a dinamica de Schwarzschild, ja descrita na secao 4.2. A analise qualitativa do
sistema é levemente diferente para o caso de buraco negro sem singularidade interna
(C' €]0,1]), como deve ser observado no retrato de fases ilustrado na figura 18.

Observa-se que além do ponto de sela tradicionalmente associado a fotosfera em
r = 3M existe também um centro entre a fotosfera e o horizonte de eventos em r = 2M.
Este centro ¢é inacessivel para C' > 0 uma vez que o parametro de impacto necessario
¢ complexo. Observa-se também que uma 6érbita homoclinica é gerada nesta regiao e,

eventualmente, destruida com a varicao dos parametros do sistema.

4.6 BIFURCACOES DO SISTEMA E ORBITA HOMOCLINICA

Tomando a equacao (240) como um sistema unidimensional, observa-se que a

codimensao de bifurcagao, ou seja, o numero de parametros que devem ser variados a fim
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%6 = 25 8 35 40
r

Figura 18 — Retrato de fase do sistema com C' = 0.01, M =1, D, = 3V3M e E = 1.

Fonte: Elaborado pelo autor.

de produzir a bifurcacao (STROGATZ, 2018), é dois. Especificamente, os parametros do
sistema que geram a bifurcagao sao D e C.

Variando o parametro de impacto podemos criar e destruir pontos fixos do sistema,
bem como gerar ou destruir a o6rbitas que tendem a fotosfera, observe as figuras 19. A
imagem 19a mostra os pontos fixos do sistema para valores do parametro de impacto
acima do valor critico, enquanto a figura 19b mostra o sistema no valor de bifurcacao do
parametro de impacto critico, quando os dois pontos fixos se fundem em um, originando
assim um ciclo limite. A figura 19¢ mostra os pontos fixos do sistema com o parametro de

impacto abaixo do valor citico de bifurcacao.
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Figura 19 — Fungao fey(r) plotada para alguns valores de parametro de impacto D.

Fonte: Elaborado pelo autor.

As trajetérias associadas a cada uma das situagoes da figura 19 estao na figura 20.
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yigh)

xlh)

()

Figura 20 — Possiveis casos a partir do parametro de bifurcagdo: (a) Parametro de impacto
acima do valor critico, (b) Parametro de impacto no valor critico e (c)
Parametro de impacto abaixo do valor critico.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pode-se observar do plano orbital que quando o parametro de bifurcagao esta abaixo
do valor critico nao ha fotosfera e as geodésicas com 7 < 0 tendem para r = 2M e as
com 7 > 0 se afastam do horizonte de eventos. Esse comportamento pode ser inferido a
partir da expressao (240). Observa-se também que quando estamos na bifurcacdo obtemos
um ciclo limite semi-estavel no plano orbital 20b, e ao passar deste valor obtemos dois
ciclos onde a velocidade é nula, regiao onde ocorre a inversao da velocidade radial, isto é, a
velocidade radial muda de sinal 20a. Este comportamento é caracteristico das bifurcagoes
do tipo fold em ciclos (STROGATZ, 2018; KUZNETSOV, 2013).

Para compreender a dinamica de uma forma um pouco mais precisa vamos estudar
os autovalores no plano orbital. Colocando o sistema em uma base cartesiana temos

. do [drx }
T = )

=3 laar

o (256)
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do [dry

el -

cuja a Jacobiana associada é dada por
Loyr -0
I Ao . (258)
(‘3@ %a)ﬂ“

A equacao caracteristica para os autovalores obedece a seguinte relagao,

_tr(J) £4/(tr(J))? — 4 det(J) 1 dr
2= 2 Fay T (259)
Quando avaliado em pontos fixos, obtemos,
do
= 43 2

que é exatamente a velocidade angular parametrizada por A. Portanto, ¢ uma orbita
circular uma vez que a velocidade radial é nula. Em outras palavras, em qualquer outro
ponto do sistema que nao seja um ponto de equilibrio temos que tr(J) # 0, pois a geodésica
terd componente radial da velocidade nao nula, caracterizando trajetérias espiralantes. A
unicidade das solugoes garante que nao haja interseccao de duas solugoes com condig¢oes
iniciais diferentes no plano uma vez que o sistema de equacoes diferenciais ordinarias
(256)-(257) é autonomo e Lipschitz continuo em x e y na fotosfera. Assim, as trajetérias
vizinhas as fotosferas tendem assintoticamente a elas.

Olhando o espago de estados no plano orbital, observa-se a formacgao de trajetérias
que tendem assintoticamente ao ciclo por uma regiao e trajetorias que se afastam do ciclo
por outra regiao. Exemplos destes campos estao plotados na figura 21. Esse comportamento
caracteriza um ciclo limite semi estavel segundo a definicao 2.14.

O fato deste ciclo limite ser semi-estavel pode ser inferido do espaco de estados do
sistema, uma vez que a fotosfera é um ponto de sela neste espaco e existe uma variedade
estavel e outra instavel associada a este ponto, o que se reflete no espaco de estados do

plano orbital.
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(c) L<0er>0. (d)L<0er<0.

Figura 21 — Espacos de estados no plano orbital para diversos valores de L e r. A
circunferéncia de preto representa a fotosfera em r = 3M enquanto o disco
negro é o horizonte de eventos em r = 2M.

Fonte: Elaborado pelo autor.

As figuras 21a e 21b representam trajetorias que se iniciam no infinito e tendem
assintoticamente ao ciclo, bem como as trajetérias que se iniciam na proximidade do ciclo
e caem no horizonte de eventos. Por outro lado, as figuras 21c e 21d apresentam trajetérias
que se iniciam na periferia do ciclo e tendem ao infinito conforme a evolugao do sistema,
bem como trajetérias que se iniciam préximas ao horizonte de eventos e tendem ao ciclo
limite conforme o sistema evolui A — oo.

Conforme colocado nas definigoes 2.9 e 2.10, a regiao de atracao associada aos

espagos 21a e 21d é toda a regiao compreendida por r > 3M, enquanto a regiao de repulsao
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¢ a regiao compreendida por 2M < r < 3M, por outro lado, a regiao de atracao associada
as figuras 21b e 21c é a regiao 2M < r < 3M e a de repulsao r > 3M.

Por outro lado, ao variar o parametro C' no sistema, é possivel observar a aniquilagao
de pontos fixos e troca de estabilidade do mesmos. Tomemos a situacao onde C' < 0 e
vejamos o comportamento do sistema com a variacao do parametro. Para esse regime o
valor critico do parametro é dado por C, = —2, que é exatamente o limiar onde os dois
pontos fixos do sistema (de centro e de sela) se fundem em um tnico ponto fixo do tipo
cispide, invertendo a estabilidade conforme diminui C'. A dinamica é explicitada na figura
22 onde sao plotados os espagos de estado para diversos valores de C.
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Figura 22 — Possiveis casos a partir do parametro de bifurcagao C: (a) Caso supercritico
C =0, (b) Caso supercritico C' = —1 (c) Caso critico C, = —2 ¢ (d) Caso
subcritico C = -3 < C..

Fonte: Elaborado pelo autor.

Conforme podemos observar nos retratos de fase do sistema, vemos que a sua
topologia se altera conforme ocorre a colisao do centro com a sela, esta bifurcacao é muito
comum em sistemas conservativos, se chama bifurcacdo centro-sela (HALE; KOCAK,

2012).
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Além da bifurcacao é possivel observar a existéncia de uma érbita homoclinica nos
casos onde —2 < C' < 0, representada em vermelho na coluna da direita em 22a e 22b.

Esquematicamente, é possivel plotar a variedade de equilibrio do sistema definida por,

foru(r%) =0, (261)

como uma fung¢ao de D ou C. Os graficos resultantes sao apresentados nas figuras 23a e

23b.
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Figura 23 — (a) Variedade de equilibrio em fungao de C' com D = 3v/3M, (b) variedade de
equilibrio do sistema em fungao de D e (c¢) Variedade de equilibrio em fungao
de C com D = (C — 4)32M/2C"/2.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Na figura 23, as regides em laranja (regido 1) indicam zonas de instabilidade
enquanto as regides em verde (regido 2) indicam zonas de estabilidade do sistema,
enquanto a curva tracejada é a variedade do raio da garganta. No diagrama acima
ficam evidentes as bifurcacoes com relagao a quantidade de pontos fixos, bem como em
relacao as suas estabilidades. Estas bifurca¢oes menores (de codimensao 1) geram uma,
bifurcacao Bogdanov-Takens. Observa-se que quando o sistema estd com o parametro
critico de impacto D, e no valor C,, ambas as fotosferas coincidem, gerando um ponto fixo
degenerado. Tal fato nos indica que uma bifurcacao de codimensao maior esta ocorrendo,
uma bifurcagao de codimensao 2.

A equacgao para o movimento geodésico na geometria CFM pode ser colocada na

seguinte forma,
> 1df
L 262
dx2  2dr’ (262)

que por sua vez ainda pode ser desacoplada no seguinte sistema de equacoes diferenciais

ordinarias lineares,

e (263)
b =3 fle(r)
Joru(r) = {1 + g;—gﬂ {1 + A(r) (z + f—j)} , (264)

onde os parametros C' e D sao os parametros livres.
Para rastrear tal bifurcagao, avaliemos a matriz de estabilidade linear do sistema

(263),

0
J= . (265)

3 fém(r)

—_

(’I’* ,C* ,D*)

Realizando as seguintes mudancas de coordenadas e parametros,

r=r—3M,
C=C+2, (266)
D=D-3V3M,

fazemos com que o valores de bifurcacao sejam (7, C, D) = (0,0,0). Avaliando a matriz

(265) nos valores de bifurcacao, temos

J= , (267)
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cujos autovalores sao v; o = 0, indicando assim pela definicao 2.34 a ocorréncia assim
de uma BBT no sistema. O préximo passo é o calculo dos coeficientes da forma normal
desta bifurcagao, que podem ser encontrados no apéndice A. Os coeficientes assumem os
seguintes valores,
1
3

56
a’3 == _ﬁ 9 (268)

b2:b3:a4:b4:0,

[

o que mostra que o nosso sistema de fato passa por uma BBT-degenerada com by =0 e

as # 0, sendo entao localmente topologicamente equivalente ao sistema,

fo=6

. (269)
§1 =B+ B2 + %58 )

onde a BBT de codimensao dois ocorre.

Comparando a dinamica do sistema (269) com a dinamica do sistema (263)
observamos que o parametro ; desempenha o papel do parametro de impacto D e
o parametro [, desempenha o papel de C. Entao, para compreender o comportamento
da bifurcac@o ¢é suficiente analisar o sistema (269). Ainda mais, localmente (entenda-se
localmente como no limite onde os parametros estao arbitrariamente préximo dos valores

de bifurcacao) o sistema apresenta a topologia equivalente a,

5:0 = 51 3 (270)
51 = %ég )
ou seja, um ponto de cuspide instavel, figura 24. O sistema (269) apresenta dois pontos
fixos,
34302 —-4D | 3 -
W)= | z——=——£-C,0| , 271

que coalescem na origem quando D = C' = 0, formando a ctspide.
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Figura 24 — A esquerda, espago de estados do sistema (270), a direita, espaco de estado
do sistema (269) apds a ocorréncia da fold.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Verifica-se uma fold ocorrendo em D, aniquilando os pontos fixos, gerando o o
gréafico a direta de da figura 24. Como este caso de BBT é degenerado, a forma normal da

bifurcagao é dada por (270). Observa-se a partir dos autovalores de (ry, wy)1,

(272)

1/n

Como os autovalores sao compostos por fungoes do tipo x'/™ com n par, entao para érbitas
criticas D.., ocorre uma bifurcacao de troca de estabilidade em C.., onde surge um autovalor
complexo puramente imaginario. No plano orbital, esta bifurcacao ¢ classificada como e
Andronov-Hopf segundo a defini¢ao 2.32. Ainda no plano orbital, a érbita homoclinica para
geodésicas do tipo luz representa uma trajetéria que parte da fotosfera cujo o raio decresce
até atingir um valor minimo, onde volta a crescer tendendo assintoticamente a fotosfera,
veja a esquerda da figura 25. No cenério critico onde D, e C., temos a coalescéncia de
ambas as fotosferas. Assim, toda a regiao interior a fotosfera r = 3M ja nao é mais acessivel

uma vez que ela nao estd mapeada pelo sistema de coordenadas {¢,r,6, ¢}, isso implica a

destruicao da orbita homoclinica.
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Figura 25 — Orbitas criticas de geodésica do tipo luz para D, = 3v/3M: 6rbita homoclinica
(esquerda) e regido inacessivel (direita).

Fonte: Elaborado pelo autor.

A bifurcacdo Andronov-Hopf daria origem a uma fotosfera estavel em r = 3M,
mas como ja discutido, esta regiao nao estd mapeada. Assim, em toda regiao mapeada a
fotosfera é instavel. Com as bifurcagoes apresentadas acima, temos a descricao completa
das geodésicas do tipo luz no contexto da geometria CFM.

E possivel tracar um paralelo entre a estrutura do espaco-tempo e a dinamica
geodésica a partir das consideracoes deste capitulo. Como foi observado, a variacao de C'
altera a natureza da geometria, essa mudanga pode ser observada a partir das geodésicas.

Nos casos de buracos negros com singularidades internas e horizontes simples C' > 1
ocorre a existéncia de uma tnica instavel em r = 3M, enquanto que para o caso de um
buraco negro sem singularidade 0 < C' < 1, ainda existe apenas uma fotosfera instavel
em r = 3M, no entanto, observa-se uma érbita homoclinica no sistema. Os casos onde h&
um buraco de minhoca C' < 0, temos a emergéncia de uma fotosfera estavel e acessivel
na garganta do buraco de minhoca, com a existéncia da o6rbita homoclinica até C' = —2,
quando ja nao ha mais érbita estavel, restando a tinica fotosfera instavel na garganta do
buraco de minhoca.

A titulo de verificagao, é possivel plotar a forma explicita do potencial efetivo
associado ao buraco de minhoca ao realizar numericamente a mudanga da variavel radial
para a coordenada quase-global u e ainda realizar a extensao maximal desta coordenada,

o que nos fornece a seguinte figura 26.
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Figura 26 — Gréfico do potencial efetivo do buraco de minhoca CFM com C' = —0.1 na
figura de cima e C' = —2 na figura de baixo.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Pelas curvas do potencial efetivo, é possivel ver que de fato a garganta do buraco
de minhoca em v = 0 é uma fotosfera estavel pois se encontra em um minimo local do
potencial e a fotosferas em v = £1.79165M (fotosfera em r = 3M) sdo instaveis pois
estao em maximos locais do potencial, enquanto no caso critico ha apenas uma fotosfera

instavel na garganta u = 0, confirmando a previsao realizada no sistema de coordenadas r.

Olhando para a figura 26, podemos observar que mesmo no sistema de coordenadas u o

sistema é estruturalmente instavel uma vez que que existe a possibilidade de formagao de

trajetorias heteroclinicas entre ambas as fotosferas instaveis.
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5 COMENTARIOS FINAIS

A analise de estabilidade de solu¢oes de equagoes diferenciais ordindrias via teoria
qualitativa tem se mostrado um poderoso arcaboucgo teérico para a compreensao de
sistemas dinamicos relativisticos na ultima década (KOHLI; HASLAM, 2018; BELBRUNO;
PRETORIUS, 2011; ABOLGHASEM, 2013; ABOLGHASEM, 2012). A aplicacao de
diferentes técnicas e métodos se torna relevante a fim de se obter informacoes a respeito
da robustez do sistema.

Através dos métodos de Lyapunov e Jacobi, pudemos observar um rico comportamento
qualitativo. Inicialmente, as definicoes de estabilidade de Jacobi e Lyapunov foram
comparadas para o contexto das geodésicas em geometrias com simetria esférica, onde foi
verificado que ambas estao de fato em concordancia. Em seguida, como uma geometria
protétipo, foi analisada a geometria de Schwarzschild, onde a fotosfera foi caracterizada
como um ponto de sela no retrato de fases do sistema e como um ciclo limite no plano
orbital. Ainda no contexto de geometrias esféricas, foi mostrado que os centros no retrato
de fases do sistema sao robustos, através da construcao de uma funcao de Lyapunov
e indicando que este ponto é o seu minimo local. A primeira geometria com constante
cosmologica que estudamos a estabilidade da fotosfera foi para um buraco de minhoca de
Sitter, onde mostramos que a garganta é uma fotosfera e, para o caso quase extremo, a sua
estabilidade nao muda ao variar os parametros A e C'. Ainda nesta geometria, a variagao
do parametro de impacto origina uma bifurcacao do tipo fold de ciclos limites, variando a
quantidade de pontos fixos do sistema, e aniquilando geodésicas que tendem a fotosfera.

Uma segunda geometria de interesse surgiu no contexto de mundos brana. A
geometria CFM inicialmente proposta por (CASADIO; FABBRI; MAZZACURATI, 2002)
representa uma solucao com simetria esférica sem constante cosmologica. No entanto,
na notagao que adotamos aqui proposta por Molina e Neves (2012b), temos solugdes
parametrizadas por um parametro C' que nos fornece buracos negros ou de minhoca
assintoticamente de Sitter.

A anadlise dinamica deste espaco-tempo para as geodésicas do tipo luz se mostrou
rica em termos de bifurcacoes. Para os casos de buracos negros regulares, a dinamica
¢é semelhante a de Schwarzschild, no entanto, para o caso do buraco de minhoca uma

nova fotosfera estavel, agora inerente a geometria e localizada na garganta do buraco,
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aparece na dinamica e colide com a fotosfera instavel, alterando a sua estabilidade apds a
bifurcagao Bogdanov-Takens. Para avaliar a estabilidade da fotosfera na bifurcagao, os
coeficientes da forma normal da bifurcacao foram avaliados, o que mostrou a ocorréncia
de uma bifurcacao Bogndanov-Takens degenerada, cujo ponto de bifurcagao é um cispide
instavel. Foi observado também que este sistema permite a existéncia de uma orbita
homoclinica que é a separatriz da regiao do sistema que permite estados ligados, isto ¢,
geodésicas restritas a uma regiao limitada do plano orbital, com a regiao de espalhamento,
sendo que apds a BBT ocorre a destruicao das orbitas estaveis.

As diferentes caracteristicas dinamicas das geodésicas entre os buracos negros
sugerem que ¢ possivel inferir a estrutura do espago-tempo interior ao horizonte através
das geodésicas externas ao horizonte. Por exemplo, o buraco negro sem singularidade
interna possui 6rbita do tipo luz homoclinica, enquanto os buracos negros singulares nao a
possuem. Uma outra caracteristica, agora relacionada ao buraco de minhoca ¢é a existéncia
de uma fotosfera estavel, atrapada por uma orbita homoclinica. Tais caracteristicas podem
ser indicadores da natureza do objeto ultracompacto observado observado, ou seja, a
observacao das propriedades associadas as geodésicas do tipo luz podem revelar a natureza
interior aos horizontes de eventos, ou eventualmente distinguir os objetos entre buracos
negros e buracos de minhoca.

No contexto da estabilidade de geodésicas, o uso dos coeficientes de Lyapunov
deve ser realizado com cautela, pois estes nao apresentam uma invariancia em relagao a
mudangas de coordenadas, como mostrado por (CORNISH; LEVIN, 2003). Um estudo
aprofundado sobre a covariancia dos coeficientes de Lyapunov no contexto da relatividade
geral seria uma possivel extensao deste trabalho. Embora ja existam trabalhos nesta
direcao (SZYDLOWSKI, 1993), estudos complementares a respeito do assunto se fazem

necessarios.
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APENDICE A — CALCULO DQS COEFICIENTES DA FORMA
NORMAL DA BIFURCACAO BOGDANOV-TAKENS

Neste apéendice obteremos os coeficientes da forma normal associada a bifurcacao de
Bogdanov-Takens, utilizados na se¢do 4.6. No trabalho de Kuznetsov (2005) foi sugerido
um método pratico para encontrar os coeficientes da forma normal do sistema baseado na
alternativa de Fredholm, fornecendo coeficientes até de quarta ordem da forma normal da

Bogdanov-Takens. Considere o seguinte sistema de EDOs
t=Axr+ F(z) ,z € R" | (273)

com F(x) suave. A sua expansao em série de Taylor é dada por,

1 1

F(z) = 2B(:L‘ x) + C’(a: x,x) + 4'D(x z,7,2) + O 2° ||) , (274)
onde
— 0°Fi(€)
Bi(x,y) = Tk (275)
k=1 &0, €=0 !

(z,y, TiYrZ , 276
e kzll SEDEE], 270

& O'Fy(¢
Di(z,y, z,v) Z 8§ 8§k8518§ xjykzlvm , (277)

j m

7.k, lm

parai=1,2,....n.
Os autovalores ¢y, ¢; na bifurcacao sao os autovalores generalizados da matriz
Jacobiana do sistema e pg, p; os autovalores da Jacobiana transposta. Estes vetores devem

ser tais que,
(po,C_Io><p1,Q1> =1 7<po,CI1> = <p1>CJo> =0. (278)

Com estas quantidades, é possivel avaliar os coeficientes quadraticos que sao dados

pelas seguintes expressoes,

w = 5o, Blao @) (219)
by = (p1, B(q0, q1)) — (p1, hao) = (p1, B(q0, ¢1)) + (Po, B(q0, %)) (280)

onde hsg é o vetor solugao do seguinte sistema,

Ahgy = 2a2q1 — B(CIO, CIO) . (281)
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Os coeficientes ciibicos sao dados por,

as = é<p17C(QO7QO>QO)> + %@1, B(hao, qo)) — az{p1, hi1) (282)
onde hy; é o vetor solugao do seguinte sistema
Ah1y = baqy + hao — B(qo, q1) » (283)
e o coeficiente bs,

1 1
bs = §<]91> C(qo, 90, 1) + 2B(h11,90) + B(hao, q1)) — §<P1> hso + 2ashos + 2bohy1) , (284)

com os vetores hgo, h3g solucao dos respectivos sistemas,

Ahgy = 2h11 — B(q1, ¢1) (285)

Ahsg = 6q1a3 + 6hi1a2 — 3B(hao, 90) — C(qo0, 90, q0) - (286)
Finalmente, os termos de quarta ordem sao fornecidos pelas seguintes expressoes

1
= ﬂ@h D(qo, 90, 0> q0) + 6C (R0, qo, q0)+
1

4B(hso, qo) + 3B(hag, hag)) — §a2<p1, hi1)

" (287)

1
by = 8(171, D(qo, 90, g0, 1) + 3C(h2o, g0, ¢1) + 3C(ha1, qo, qo))+

1 1
6<p1, 3B(h21,q0) + B(ha1, hao) + B(hso, ¢1)) — 6(1?1, hao) (288)

1
—§b2<p1, ha1) — (p1, ashi2 + aghoa + bshiy)

com os vetores hsg, hoy € hyg satisfazendo o sistema,

Ahgy = 6g1a3 + 6hi1as — 3B(hao, 90) — C(qo, 90, 90) (289)
Ahgy = hgo + 2b3q1 + 2a2ho2 + 2bshiy — 2B(ha1, qo) — B(heo, 1) — C(q0, 90, q1) ,  (290)
Ah40 = 24a4q1 —+ 120,2]221 + 24@3]111 — 4B(h30, qO)

+3B(hao, hao) — 6C (h20, 90, 90) — D(q0, 0, o: 90) -

Uma vez definidas as expressoes dos coeficientes, avaliamos a matriz Jacobiana no

(291)

ponto de bifurcacao e obtemos a exatamente a matriz,

A= : (292)
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cujos autovetores generalizados sao,

w= (10", a=(01", (293)
e os autovetores generalizados da sua transposta,

pi=0,1", po=(1,0)", (294)

satisfazendo as condigoes (278). Calcula-se também os coeficientes de B(zx, z),

O*F, B 0*F, B 0*F, B 0*F,
or2  Owdr Ordw  Ow?

=0, (295)

PP, 1&fen  PF  PF PR

- = = =0. 296
orz 2 dr3 7 Owdr Orow  Ow? (296)
Aplicando os coeficientes nao nulos de B(x,z), temos,
0
2/3

Podemos encontrar o termo quadratico as através da equacao (279),

1[0 0 1
as = — =—. (298)
2\1/ \2/3) 3
Avaliando o vetor hsyg, temos que
2 (0 0
Ahgo - = - y (299)
3\1 2/3
cuja a solucao é dada pelo vetor
«
hao = , a€R. (300)
0
o coeficiente B(qo, q1) fornece
0

assim, o coeficiente by é encontrado:

b= (0,1) (o,o)T + (0,0) (o 2/3)T =0. (302)

De onde se observa que a bifurcacao de Bogdanov-Takens que ocorre no sistema é

degenerada, pois o coeficiente by é zero. Neste cenario, a forma normal do sistema sera
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dado pelo sistema (71), logo devemos encontrar o coeficiente by. Avaliando o vetor hy;

temos,
o 0 o
Ahy = — = , (303)
0 0 0
cuja solucao é
)
hiy = , 0eR, (304)
«
e com relacao ao vetor hgs, temos
)
Ahgy =2 , (305)
a

de onde podemos concluir que a = 0 e a solucao é dada por

hoz - g y f S R. (306)

20

Os coeficientes de C(u, v, w),

Cl(u7v>w) = ’ (307)

1d* forn 112
5 d.]::?M = —2—7U1U1'LU1 s (308)

onde uy,v1 e wy sao as componentes dos vetores u, v, w. Desta forma, temos os seguintes

CZ <u7 v, w) =

coeficientes:
0
C(q0; 90, 90) = ; (309)
—112/27
0
C(q0: 90: 1) = B(q1, 1) = B(hiz, q1) = B(hao, qo) = 0 ) (310)
0
B(hll, qO) == . (311)
26/3
Com estes valores em maos, calcula-se o coeficiente as como segue,
T T
1({0 0 1(0 0
as = — + - , (312)
6\1/ \—112/27 2\1/ \o
fornecendo,
1 112
az = (313)

6 2T
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Avaliando o vetor hsg, temos

112 ) 0
Ahzg = —6 — 42 — , (314)
1) 27 0 —112/27
cujo vetor solucao hsg é dado por
o
20

Calculando agora o coeficiente b3,

1
by = §<p1, C(q0, 90, 11) +2B(h11, @) + B(hao, ¢1))+
— i (316)

1
—§<p1, hso + 2ashog + 2bohy1)

assim resta apenas

1 1
b3 = §<p17 2B(h117 q0)> - §<p1> hSO + 2a2h02 + 2b2h11> , (317)
T T
1 {0\ [ o 0\ (2¢6+30/3 2
63:— _ 5 / :—5—§5:_57 (318)
2\ 46/3 1 106/3 3 3

de onde vemos que b3 assume o valor de uma contante livre. Sem perdas de generalidade,
podemos escolher § = 0 de forma que b3 = 0. Com ¢ igual a zero os nossos vetores assumem

o seguintes valores,

0 ¢ o
hao = h11 = ;o hoe = , hao = . (319)

0 0 0

Avaliando agora o vetor ho;, encontramos

o 2 o+ 2¢/3
Ah21 = + - 5 = g/ ) <320)
0/ 3\o 0
assim, temos como solucao o vetor hsq,
by
ho1 = , YeR. (321)
o+2¢/3

Verifica-se que os coeficientes C(qo, q1,q1) € B(hog, qo) sao dados por

0
Clqo, g1, q1) = o) (322)
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e
0
B(hoz, qo) = . (323)
2¢/3
Agora, calculando o vetor his, temos a seguinte expressao,
by 0 2%
Ahg =2 — = , (324)
o+2¢/3 2¢/3 20 +2¢/3
de onde é possivel concluir que 0 = —¢£/3 e que nos gera o vetor solu¢ao his
0
h12 - 5 ‘9 € R . (325)
2

Portanto, temos o seguinte conjunto de vetores,

0 3 —£/3
hao = h11 = , hog = , hzo = ;
0 0 0
(326)
)y 0
ha1 = , hip=
£/3 2%
Verifica-se também que os coeficientes B(hog, q1) € C(q1,q1,q1) sdo
0 0
B(hoz, q1) = , Cla,q,q) = : (327)
0 0
Calculando o vetor hgs, obtemos
20
Ahog - D (328)
62
de onde concluimos que ¥ = 0 e o vetor solu¢ao toma a forma
(G
h03 - y w c R . (329)
30

Com essas informagoes em maos podemos perceber que a expressao (287) assume a

seguinte forma,

! 1
ay = ﬂ@l,D(fJo,CIo,QO,QO) +4B(hso, q0)) — §a2(p1,h21> . (330)

Assim, avaliamos os coeficientes D(qo, o, qo, q0) € C(h20, qo, qo):

0 0
D(QOu 4o, 40, q0) = 45 forn = 1720/81 ) (331)

drd



0 0
C(h2, 90, Q) = . B(hso,q) =
0 —2¢/9

Desta forma o coeficiente a4 assume a seguinte forma,

1 {0 0 a0 > 1
a4 = = s - )
247\ 1 1720/81 —2¢/9 6°\1 /3

produzindo o seguinte coeficiente ay,

5
ay = —@(95—86) ,

que novamente, depende de uma constante arbitraria. Escolhemos & tal que

86
9 —86 =0 &= .

Finalmente o coeficiente a4 é determinado, ay = 0, e 0s nossos vetores se tornam,

86,9 —86/27
hoo = h11 = s 02 = , hay =
0 0
0 0 (0
ho1 = s hia = > hoz =
86/27 0 30

A fim de calcular by, avaliamos os seguintes coeficientes,

D(QO;QO;Q(),(Jl) = B<h3076h) = 0 )

e calculando hyg,
Ahyo = 12a2h9y + 24ashy; — 4B(h307 QO) - D(QO; 40, 90, QO)

que nos conduz ao seguinte sistema,

0
Ah40 = )
0
com solugao
k
h40 = ) keR.
0
Finalmente, avaliando o coeficiente de quarta ordem by,
g o asi6)
by — 1 0 k B 0 5~ 5o 0
611/ \o 1 0
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(332)

~—~

333)

(334)

(335)

(336)

(337)

(338)

(339)

(340)

(341)
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Assim os coeficientes da forma normal do sistema sao todos determinados. Os resultados

obtidos sao apresentados na tabela 1 a seguir.

’ Coeficiente \ Valor ‘
a9 1/3
b2 0
as -56/81
bs 0
ay 0
b4 0

Tabela 1 — Coeficientes da forma normal da bifurcacao Bogdanov-Takens.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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