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RESUMO

As conicas, desde os estudos de Apolonio até as concepgdes analiticas contemporaneas, desem-
penham um papel crucial na compreensdo de diversas dreas do conhecimento. Este trabalho visa
fortalecer o processo de ensino-aprendizagem por meio de uma revisao bibliografica dos con-
ceitos e teorias relacionados as cOnicas. Serd destacada sua importancia historica, relevincia na
geometria analitica e a apresentacdo de teoremas fundamentais que aprofundam a compreensado
dessas curvas. Além disso, serd proposta uma sequéncia didatica, ancorada nos pressupostos da
pedagogia histdrico-critica, buscando a eficicia e acessibilidade para estudantes e professores
da educacdo bdsica. Serdo discutidas as aplica¢Oes praticas das conicas no cotidiano, visando
promover uma aprendizagem significativa, incentivando a exploragdo dessas curvas por meio
da experimentac¢do e do raciocinio 16gico. Espera-se que este estudo contribua para o desen-
volvimento de estratégias palpaveis para o ensino das cOnicas, capacitando os alunos com as
ferramentas necessdrias para compreender e aplicar esses conceitos de forma significativa em

sua prdtica social.

Palavras-chave: Conicas; Geometria Analitica; Sequéncia Didética; Pedagogia Histdrico-

Critica.



ABSTRACT

The conics, since Apolonio’s study to the comtemporany analistic’s conceptions, perform a
important perfil to the comprehension of a lot of areas of knowing. This work intend fortify
the process of teaching-learning across a bibliography of concepts and a teory who relation
the conics. Will be highlighted your history importance, analytical geometry relevance and the
presentantion of fundamental theorems that deepen the understanding of these curves. Moreover,
will be propoused a didactics sequence, based on the assumption from the history critic pedagogy,
finding an efficiency and acessibility to the students and teachers from basic education. Will
be discussion the pratic enforcement from the conics in the daily, finding promove a learning,
encouraging a explore of this curves with experimentation and logical reasoning. Is expected the
study help from the development of strategies for the conic’s teaching, enable the students with
the necessary tools for comprehension and apliccation of this concepts with a significative way

in the social pratics.

Keywords: Conics; Analytical Geometry; Didatic Sequence; Critical Historical Pedagogy.
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1 INTRODUCAO

A geometria analitica tem uma rica histdria de desenvolvimento e aplicagdes praticas.
No cerne desse progresso estdo desafios matematicos e a contribui¢do de mentes brilhantes que
moldaram seu curso. Todavia, ainda se percebe o ensino das conicas, sobretudo na educagao

basica, atrelado ao método tradicional de ensino.

O ensino tradicional de geometria, frequentemente, adota métodos passivos, como aulas
expositivas e exercicios repetitivos, o que pode levar a falta de engajamento e compreensao
por parte dos alunos. Essa abordagem tende a transformar os alunos em meros receptores de
informacgdes, o que ndo € eficaz para todos os estudantes, especialmente aqueles que t€m uma

inclinagdo para uma aprendizagem mais interativa e pratica.

Além disso, o ensino tradicional muitas vezes prioriza a memoriza¢do de férmulas e pro-
cedimentos geométricos em vez de promover uma compreensdo abrangente dos conceitos. Isso
pode resultar em aprendizagem superficial e em dificuldades na aplicacdo dos conhecimentos no
cotidiano. Essas dificuldades sdo agravadas quando as necessidades individuais de aprendizagem
dos alunos ndo sdo consideradas, o que pode gerar uma disparidade no processo de aprendizado

entre os alunos.

Na contramao das teorias tradicionais, a Base Nacional Curricular Comum propde que

a aprendizagem em Matemadtica estd intrinsecamente relacionada a compreen-
sd0, ou seja, a apreensdo de significados dos objetos matematicos, sem deixar
de lado suas aplicagoes. Os significados desses objetos resultam das conexdes
que os alunos estabelecem entre eles e os demais componentes, entre eles e
seu cotidiano e entre os diferentes temas matematicos. Desse modo, recursos
didaticos como malhas quadriculadas, dbacos, jogos, livros, videos, calcula-
doras, planilhas eletronicas e softwares de geometria dindmica t€ém um papel
essencial para a compreensdo e utiliza¢do das no¢des matematicas. Entretanto,
esses materiais precisam estar integrados a situacdes que levem a reflexdo e a
sistematizagdo, para que se inicie um processo de formalizagio (MINISTERIO
DA EDUCACAO, 2018, p. 276).

Nessa perspectiva exploratdria, dindmica e social, busca-se que o aluno desenvolva o
pensamento critico tornado-se protagonista no processo de ensino aprendizagem. Conforme
indica Petenucci (2008), o caminhar junto a tendéncias pedagdgicas que valorizam o contexto

social do aluno € fundamental para o enriquecimento do processo de aprender, ja que

as tendéncias pedagégicas podem ser um caminho para esta superagdo, pois
se baseiam em movimentos sociais, filoséficos e antropoldgicos, atendendo
ao momento histdrico no qual estdo inseridas. Estas influenciam as praticas
pedagogicas que estdo associadas as expectativas da sociedade. Assim, € de
primordial importancia que os professores conhecam as tendéncias pedagogi-
cas, para que estes possam construir conscientemente a sua propria trajetoria
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politico-pedagdgica. Através destes conhecimentos poderdo propor mudan-
¢as, transformando a préatica educativa em uma agao efetiva para que o ensino
consiga transpor as dimensdes do espago escolar (PETENUCCI, 2008, p.2).

Diante da necessidade de explorar uma metodologia que promova de maneira eficaz a
aquisicao e a consolidacdo do conhecimento, busca-se nesta dissertacao a elaboracdo de uma
proposta de sequéncia didatica fundamentada nos principios da pedagogia histérico-critica,
objetivando dinamizar e fortalecer o ensino das conicas. Para tanto, este trabalho estruturar-se-a
em capitulos que abordam aspectos essenciais para a organizacao e sistematizacao do processo

de ensino-aprendizagem das conicas.

No capitulo 2, explora-se o cldssico problema da duplicagdo do cubo, um desafio que
intrigou matemdticos desde a antiguidade. Além disso, examina-se as conicas de Apolonio, que
sdo curvas notdveis e desempenharam um papel crucial na compreensao geométrica. Destaca-se
também a importancia das contribuicdes de René Descartes e Pierre de Fermat, cujas ideias

fundamentais estabeleceram as bases para a geometria analitica moderna.

No capitulo 3, estudam-se as propriedades das cOnicas, com foco especial na elipse,
hipérbole e parabola. Estas curvas, estudadas minuciosamente, revelam padrdes matematicos
intrigantes e t€m aplicacdes vastas em diversos campos do conhecimento. Além disso explora-se
as translagdes dos planos cartesianos, um conceito-chave para compreender transformacoes
geométricas. Essas operagcdes sdo importantes para a andlise de movimentos e mudangas no

espaco, expandindo as capacidades da geometria analitica.

No capitulo 4, hd um direcionamento para o papel das conicas no cotidiano, em particular,
para o estudos das propriedades da elipse, hipérbole e pardbola em atividades lidicas como o jogo
de bilhar eliptico, hiperbdlico e parabdlico. Neste capitulo, discorre-se sobre sequéncias didéticas
com suporte tedrico da pedagogia histdrico-critica, destacando a importancia da geometria

analitica, em particular, das conicas na compreensdo do mundo ao nosso redor.

Ao explorar esses temas de forma sequencial, procura-se revelar a interconexao entre
teoria e aplicacdo das conicas, tomando como acdes norteadoras as sequéncias didaticas a luz da

pedagogia histdrico-critica.
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2 CONTEXTO HISTORICO

Os escritos de Apoldnio! sobre as conicas foram de fundamental importincia para o
desenvolvimento de conceitos relacionados a matemadtica e a geometria. Desde as suas contribui-
coes, o entendimento e a aplicacdo das cOnicas reverberaram em diversas dareas. Em Eves (2004),
0 autor menciona que os nomes pardbola, elipse e hipérbole derivam do método euclidiano de
aplicacdo de dreas. Esses termos refletem as diferentes maneiras de se relacionar dreas conforme
ensinado por Euclides. Antes dos trabalhos de Apolonio de Perga, essas curvas nao eram catego-
rizadas dessa forma, uma vez que ndo havia uma conexao explicita com a aplicacdo de areas na

defini¢do das cOnicas.

Tem-se que Menécmo e Aristeu, matematicos da escola de Eudoxo, descobriram as
cOnicas ao estudar o problema da duplicacdo do cubo. Para eles, as conicas eram obtidas a
partir intersecdo de um cone com o plano perpendicular a sua geratriz. Para Menécmo e Aristeu,
Euclides e Arquimedes, os trés tipos de cOnicas, posteriormente denominadas por Apoldnio de
elipse, pardbola e hipérbole, eram obtidas, respectivamente, quando o angulo do vértice do cone

era agudo, reto ou obtuso.

A geometria grega, amitde utilizava-se das aplicacées de drea (Figura 1), cuja defini¢do
¢: aplicar uma figura (poligonal) a uma reta dada € construir a figura dada de tal maneira que o
segmento de reta seja um de seus lados. Por exemplo, seja F'G um segmento de reta, aplicar um
paralelogramo ao segmento F'G, corresponde a constru¢do de um paralelogramo FGHI em que
F G € um dos lados. Pode-se ainda fazer algumas exigéncias a figura construida. Isto é, considere
também um poligono ABCDE, aplicar ao segmento F'G um paralelogramo que tem drea igual
a ABCDE corresponde a constru¢do de um paralelogramo FGHI em que FG é um dos lados.
Além disso, pode se definir que o paralelogramo tenha um angulo /F'G com valor predefinido.

Neste trabalho, a figura dada serd um retangulo, ou seja, o angulo IF G é reto.

Figura 1 — Aplicacdo de area.

Areade ABCDE=4 | H

Area de FGHI= 4

AB=12

FG=2

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

' Matemitico grego que viveu no século III a.C., conhecido por seus estudos sobre as conicas.
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As aplicacoes de areas usados pelos gregos eram basicamente:

1. Aplicacdo parabdlica.
2. Aplicagdo eliptica.

3. Aplicacgao hiperbdlica.

2.1 APLICACAO PARABOLICA

De acordo com Roque; Carvalho (2012), uma aplica¢do parabolica (Figura 2), consiste
em aplicar a um segmento DE um paralelogramo DEF G que tenha drea igual a uma figura
dada HIJKL, com um angulo especifico ABC. Aqui neste material, ainda conforme os autores
citados, utilizar-se-4 somente o caso de aplicar um retingulo a um segmento, ou seja, construir
um retangulo, de tal forma que um dos lados € um segmento dado e a drea € igual a de uma

figura poligonal dada.

Figura 2 — Aplicacdo parabdlica.

Areade HIJKL=4

Areade DEFG=4

D E

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

2.2 APLICACAO ELIPTICA

O método euclidiano de aplicacOes de dreas elipticas, também chamada de aplicacio
com falta, consiste em aplicar a um segmento de reta AB, um paralelogramo, tomando como
referéncia um angulo dado, drea igual a de um poligono dado, e de tal maneira que o que
falta para completar a figura a todo o segmento AB seja um paralelogramo semelhante a um
paralelogramo dado. Em Roque; Carvalho (2012), os autores chamam a aten¢@o para o caso a ser
abordado, o do retangulo, ver Figura 3, em que ele formula: Dado o poligono HIJKL, pede-se

que seja construido o retangulo ASUT, com éarea igual a de HIJKL, e tal que SBRU seja um
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quadrado dado. O quadrado SBRU ¢ o que falta para que ASUT tenha AB como lado, isto €&,
esteja aplicado a AB.

Figura 3 — Aplicagdo eliptica ou por falta.

K
L
& ° Areade HIJKL=4
M G H
Area de GMNO =1
T U R

Areade ASUT=4

B

A 5
Areade SERLI=1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

2.3 APLICACAO HIPERBOLICA

Uma aplicacao hiperbdlica, também chamada de aplicagdo com excesso, consiste em
aplicar a um segmento de reta AB, um paralelogramo, com um angulo dado, uma area igual a
de um poligono dado, e de tal maneira que ele excede o segmento AB por um paralelogramo
semelhante a um paralelogramo dado. Em Roque; Carvalho (2012), os autores chamam a aten¢ao
para o caso a ser abordado, o do retangulo, ver Figura 4, em que ele formula: dado o poligono
HIJKL, pede-se que seja construido o retangulo APOR, com area igual a de HIJKL, e tal que
BPOQ seja um quadrado dado. O quadrado BPOQ € o que falta para que ABOR tenha AB como

lado, isto €, esteja aplicado a AB.

Figura 4 — Aplicacdo hiperbdlica ou por excesso.

Areade HIJKL=4

Areade YXWZ=1

A B P
Areade APOR=3 Areade PBOQ=1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Os estudos dedicados as aplicagdes de dreas desempenharam um papel fundamental no
desenvolvimento dos conceitos preliminares que eventualmente levaram ao estudo das conicas.
Entre esses estudos, destacam-se o problema da duplicaciao do cubo, o qual serd explorado na

proxima secao.

2.4 O PROBLEMA DA DUPLICACAO DO CUBO

De acordo com Eves (2004), nos primeiros 300 anos da matemdtica grega, por volta de
600 a 300 a.C. houve basicamente trés linhas de desenvolvimento matemético. A primeira linha,
organizada nos Elementos, teve como precursores os pitagéricos e, posteriormente, figuras como
Hipdcerates, Eudoxo, Teodoro, Teeteto e outros. O segundo desenvolvimento da matematica
grega teve inicio com nog¢des relacionadas aos infinitésimos e ao infinito, além de processos de
somatorios que foram elaborados com a invengao e o desenvolvimento do calculo nos tempos
modernos. Na terceira linha de desenvolvimento surge a geometria superior ou geometria das

curvas, a qual se acredita ter surgido da necessidade de resolver trés famosos problemas.

* Duplicacao do cubo.
* Trissecc¢ao do angulo.

* Quadratura do circulo.

Esses trés problemas foram importantes para o avanco dos estudos sobre as cOnicas e cur-
vas cubicas. Os esforcos para resolver essas proposi¢des levaram a descobertas significativas, que
foram posteriormente refinadas, resultando em conclusdes importantes para o desenvolvimento

da matematica.

A importancia desses problemas reside no fato de que eles nao podem ser
resolvidos, a ndo ser aproximadamente, com régua e compasso, embora esses
instrumentos sirvam para a resolu¢do de muitos outros problemas de construcao.
A busca ingente de solucdes para esses problemas influenciou profundamente
a geometria grega e levou a muitas descobertas frutiferas, como as sec¢des
cOnicas, muitas curvas cibicas e quadraticas e vdrias curvas transcendentes. Um
produto muito posterior foi o desenvolvimento de partes da teoria das equagdes
ligadas a dominios de racionalidade, nimeros algébricos e teoria dos grupos.
Somente no século XIX, mais de 2000 anos depois de os problemas terem
sido concebidos, se estabeleceu a impossibilidade das trés construgdes, sob a
limitagdo autoimposta de se usarem apenas régua e compasso (EVES, 2004, p.
134).

Nesta dissertagcdo, focaremos na andlise das questdes relacionadas a duplicag¢do do cubo.
Este problema € considerado por diversos historiadores matematicos como precursor para o

desenvolvimento dos conceitos relacionados as cOnicas.
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O problema da duplicacdo do cubo € uma questao geométrica que teve origem na Grécia
antiga. Consiste essencialmente em encontrar um cubo cujo volume seja o dobro de um cubo

dado, utilizando apenas régua e compasso.

Menecmo ( 380-320 a.C.), aluno da escola de Eudoxo, obteve as cOnicas no estudo do

problema de médias proporcionais duplas (MOL, 2013).

Definicao 1. Diz-se que x e y estdo em média proporcional dupla em relacdo a dois segmentos

deretaaebsea/x =x/y=y/b, equivalendo ao conjunto de equacoes

x> =ay, y*=bx, e xy=ab. 2.1
Hipdcrates de Quios, um século antes havia mostrado que a duplica¢do do cubo equivalia
ao problema de encontrar x e y em média proporcional dupla em relacdo a a e b, tais que b = 2a.

De fato, nesse caso tem a/x = x/y = y/b o que equivale ao conjunto de equagdes

V =y = %sz =23

e mais, de (2.1) temos que

dessas proporg¢des resulta que

eliminando-se y, obtém-se que

Assim, x € a aresta de um cubo cujo volume € o dobro do de um cubo de aresta a.

Diversos matemdticos empenharam-se na resolu¢iao do problema da duplicag¢do do cubo,
utilizando apenas régua e compasso. Esses esfor¢os foram fundamentais para o desenvolvimento
dos conceitos relacionados as conicas, resultando em uma variedade de possibilidades e solucdes

geomeétricas.

Uma das mais antigas, e certamente uma das mais notdveis, na forma de uma
solucdo por geometria superior, foi dada por Arquitas (c. 400 a.C.). Sua solugéo
consiste em achar um ponto de intersec¢cdo de um cilindro circular reto, um toro
de didmetro interior zero e um cone circular reto! Essa solucio lanca alguma
luz sobre a extensdo pouco comum que a geometria deve ter atingido naqueles
tempos remotos. A solucido de Eudoxo (c. 370 a.C.) se perdeu. Menaecmo (c.
350 a.C.) deu duas solucdes do problema e, tanto quanto se sabe, inventou as
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seccoes cOnicas para esse propdsito. Atribui-se a Eratéstenes (c. 230 a.C.) uma
solugdo posterior usando dispositivos mecanicos e outra, por volta da mesma
época, a Nicomedes. Uma solugéo ainda posterior foi oferecida por Apoldnio
(c. 225 a.C.). Dioclés (c. 180 a.C.) inventou uma curva chamada cissoide com o
mesmo objetivo. E, obviamente, descobriram-se modernamente muitas solugdes
mediante curvas planas superiores (EVES, 2004, p. 135).

Umas das diversas tentativas, fora atribuida a Eutécio, onde sdao considerados dois
triangulos (Figura 5) CBA e DAB, retos em B e A, respectivamente, de maneira que o cateto AB
seja comum. E suposto que as hipotenusas AC e BD se interceptem perpendicularmente em P e

que os triangulos CPB, BPA e APD sdo semelhantes.

Figura 5 — Duplica¢do de Eutdcio.

Fonte: Eves (2004).

A . PC _ PB _ PA
Vé-se, de acordo com a Figura 5, que 75 = 57 = 5p-

Assim, PB e PA sdo duas médias proporcionais entre PC e PD, mostrando que o problema
da duplicagdo de Eutdcio fica resolvido desde que se possa construir uma figura tal que PD =

2PC.

Na Figura 5, a representacdo dos tridngulos da direita € o resultado da descri¢ao, conforme
Eves (2004), dos procedimentos mecanicos para obtenc¢ao da figura mais a esquerda. Esses passos

Sao:

Trace duas retas perpendiculares interceptando-se em P e marque PC e PD sobre elas,
com PD =2(PC).

Coloque um esquadro, de lados internos RS e WS, sobre a figura de modo que SR passe

por D e o vértice S do angulo reto fique no prolongamento de CP.

 Faca escorregar sobre S7" um triangulo retangulo UVW com o cateto VW no lado ST, até
que VU passe por C.

Manipule o aparato até que V esteja no prolongamento de DP.
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2.5 AS CONICAS DE APOLONIO

Como mencionado anteriormente, as cOnicas descritas por alguns matematicos da escola
de Eudoxo eram obtidas pela intersecao de um cone com um plano perpendicular a sua geratriz.
Dependendo do angulo do vértice do cone, diferentes tipos de conicas eram gerados. Na época, os
gregos definiam os angulos como reto, menor que reto € maior que reto, equivalentes atualmente
a angulo reto, agudo e obtuso, respectivamente. Assim, se o angulo do vértice fosse agudo, reto
ou obtuso, obteriamos, respectivamente, uma elipse, uma pardbola e uma hipérbole (com apenas

um ramo), conforme representado na Figura 6.

Figura 6 — Plano perpendicular a geratriz.

¥=7374" 4

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Apolonio foi um reconhecido astronomo e um grande estudioso da matematica. Através
dos seu escritos, Secoes Conicas, ficou conhecido pelos seus contemporaneos como "o grande
geodmetra". Apolonio, conforme Eves (2004), elaborou nos seus oito livros sobre as cOnicas,
cerca de 400 proposicdes. Os seus estudos superaram os trabalhos de grandes matemadticos
como Menecmo, Aristeu e Euclides. Apoldnio foi o primeiro a conceber as cdnicas como
intersecoes de uma mesma superficie cOnica circular, ndo necessariamente reta, cortada por
planos de inclina¢des diferentes, o que significa que variando o dngulo de inclinag@o poderiamos

ter diferentes tipos de conicas (ver Figura 7).

Figura 7 — Apolonio e suas conicas.

parabola <
.-""'f.k"“':' . — \\
¥ 9 €

J.)\. /' ’,-’ \
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X i \
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Fonte: (LINO, 2018).
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Apoldnio definiu as sec¢des cOnicas a partir de um cone circular duplo, reto ou obliquo.
Essa defini¢do é semelhante as utilizadas nos tempos modernos. As obras de Apolonio sobre
as cOnicas exerceu e exerce influéncia no desenvolvimento da matemadtica, sobretudo no que
concerne a geometria analitica. Defini¢des e terminologias como foco, diretriz, dentre outras,

ainda sdo corriqueiramente utilizadas nos dias atuais.

2.6 DO SURGIMENTO DA GEOMETRIA ANALITICA

A geometria analitica consiste em um método algébrico para discorrer sobre a geometria.
H4 muitas divergéncias sobre quem foi o pai da geometria analitica, e onde se originou. Eves
(2004) destaca que os gregos antigos fizeram incansdveis esforcos sobre a dlgebra geométrica e
que os conceitos sobre as coordenadas foram usados pelos egipcios e romanos na agrimensura,
e pelos gregos na constru¢do dos mapas. Além disso, a favor dos gregos, pesa-se o fato de
que as ideias aparentemente desenvolvidas por Menecmo sobre as equacdes cartesianas das
cOnicas tenham sido o cerne da geometria das cOnicas desenvolvidas por Apoldnio. Dentre
tantos candidatos, parece consenso entre os historiadores que Pierre de Fermat (1601-1665)
e René Descartes (1596-1650), matematicos franceses, sdo os precursores essencialmente da
geometria analitica. Eves (2004) menciona que a esséncia desse campo da matemadtica reside na

transferéncia de uma investigacdo geométrica para uma investigagcao algébrica correspondente.

Nos seus escritos, Descartes (Figura 8)

escreveu um tratado filoséfico sobre a ciéncia universal sob o titulo de Discours
de la Méthode pour Bien Conduire sa Raison et Chercher la Vérité dans les
Sciences (Discurso do método para bem conduzir a razio e procurar a verdade
nas ciéncias); acompanhavam esse tratado trés apéndices: La dioptrique, Les
météores e Lagéométrie. O Discours, com seus apéndices, foi publicado em
1637; a contribuicdo de Descartes a geometria analitica aparece no dltimo desses
trés apéndices (EVES, 2004, p. 383).

Figura 8 — René Descartes.

Fonte: Eves (2004).
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Com a obra “"LA GEOMETRIE”, a geometria de Descartes torna-se sindnimo de anali-

tica, porém, Darela; Cardoso (2011) mencionam que

o direcionamento fundamental de Descartes era muito diferente daquele dos
textos modernos, e que objetivo é geralmente uma constru¢cdo geométrica, e
ndo necessariamente a redugdo da geometria a dlgebra. A obra de Descartes é
com demasiada frequéncia descrita simplesmente como aplicacdo da dlgebra
a geometria, ao passo que, na verdade, poderia sem bem caracterizada como
sendo a tradugdo de operacdes algébricas em linguagem geométrica (DARELA;
CARDOSO, 2011, p. 153).

Em sintese, percebe-se em "LA GEOMETRIE” que h4 uma correspondéncia geométrica
para operacdes algébricas, conforme titulo da primeira se¢do; “como os cdlculos de aritmética
se relacionam com operagdes de geometria”. E inegdvel a importancia da obra de Descartes
para a geometria analitica, sobretudo, pelo estabelecimento da correspondéncia entre processos
algébricos com geométricos. Todavia, a ideia disseminada sobre plano cartesiano e o seu sistema
de coordenadas ndo necessariamente sdo assinaturas de Descartes.

Descartes deve ter deixado claro quao longe estavam os pensamentos relaci-
onados com as consideragdes praticas, hoje associadas, frequentemente, ao
uso de coordenadas. Ele ndo estabelecia um sistema de coordenadas a fim de
localizar pontos como um medidor de terras ou um gedgrafo, nem pensava
em coordenadas como um par de ndmeros, sendo que a expressdo produto
cartesiano ndo tem tempo especifico de uso (DARELA; CARDOSO, 2011, p.
153).

Outro renomado candidato a precursor no campo da geometria analitica € Pierre de
Fermat (Figura 9). Uma explanacdo detalhada sobre Pierre De Fermat ja constituiria uma
dissertacdo em si. Fermat, sendo um discreto advogado, dedicou grande parte de seu tempo livre
ao estudo da matemdtica, tornando-se notavel por sua abordagem inovadora na resolucao de

problemas geométricos por meio de métodos algébricos.

Figura 9 — Pierre De Fermat.

Fonte: Eves (2004).
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Em Eves (2004), o autor evidencia que o fato de Fermat ter publicado muito pouco
durante sua vida ndo diminuiu sua influéncia sobre os matematicos de sua época. Suas contri-
bui¢des em diversos ramos da matemadtica o tornaram o maior matemdtico francés do século
XVII. Neste trabalho, destacaremos algumas de suas contribui¢des para o desenvolvimento da

geometria analitica.

Em 1637, Fermat discute no manuscrito, Introduc¢ao aos Lugares Planos e Sdélidos, a
reconstru¢do dos Lugares de Apoldnio, apresentando uma teoria sobre os lugares geométricos,
demonstrando que as cOnicas estudas por Menecmo e Apolonio poderiam ser vistas simplificada-

mente através de equagdes.

A geometria de Fermat estava mais proxima de uma a abordagem cldssica baseada em
propriedades e relacdes geométricas, introduzindo paulatinamente métodos algébricos em sua
abordagem, utilizando coordenadas para representar grandezas geométricas. Ele explorou a
resolugdo de problemas geométricos por meio de técnicas algébricas, associando quantidades
algébricas a entidades geométricas.

Conforme indica Darela; Cardoso (2011), a geometria vislumbrada por Fermat era um
tanto mais proxima da atual, referindo-se as ordenadas usualmente tomadas perpendicularmente
ao eixo das abscissas.

Desde as contribui¢des iniciais de Fermat e Descartes até os dias atuais, a geometria
analitica passou por um desenvolvimento significativo. Em sintese,

a geometria analitica tal como a conhecemos atualmente consiste em duas
associagdes reciprocas: (i) dado um lugar geométrico, encontrar a equacgio que
seus pontos satisfazem; e (ii) dada uma equagao, encontrar o lugar geométrico
dos pontos que a satisfazem. Descartes estudou o primeiro problema, mas
Fermat foi pioneiro em atacar o segundo. Logo no principio de sua Introducao,
enuncia: “Sempre que em uma equacao final, duas quantidades desconhecidas
sdo encontradas, temos um lugar geométrico e a extremidade de uma delas
descreve uma linha, reta ou curva” (ROQUE; CARVALHO, 2012, p. 203).

A colaboragdo de Descartes e Fermat, foi essencial para o desenvolvimento da geometria
analitica. A abordagem de Descartes proporcionou um meio eficaz de visualizar e manipular a
geometria, enquanto Fermat adicionou a complexidade das equagdes, permitindo uma anélise

das propriedades geométricas.

A aplicagdo prética da geometria analitica nos dias correntes se estende por diversos
campos dos saberes, desde a fisica, engenharia até a computacao grafica. A representacdo de
objetos geométricos por meio de féormulas matematicas tornou-se uma ferramenta essencial na

resolucdo de problemas préticos e no avanco da ciéncia.

Assim, a importancia de Descartes e Fermat na geometria analitica transcende o contexto
histérico, continuando a influenciar a maneira como compreendemos e aplicamos conceitos

geométricos na atualidade. Suas contribui¢des fundamentais sdo um testemunho duradouro da
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interconexao entre a dlgebra e a geometria, destacando a relevancia continua dessa disciplina

para a evolu¢do do pensamento matematico.

No préximo capitulo, enfocaremos nas defini¢des e contextualizagdes analiticas da Elipse,

Hipérbole e Pardbola.
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3 ELIPSE, HIPERBOLE E PARABOLA. UMA PERSPEC-
TIVA ANALITICA.

3.1 ELIPSE

Definicao 2. Considere F| e F,, com F| # F,, pontos do plano & e seja 2¢ > 0 a distdncia
entre esses pontos. Tomando, a, um niimero real tal que a > ¢, chamamos de elipse €, o lugar
geométrico dado pelo conjunto dos pontos P do plano cuja soma das distancias a Fy e F> é igual
a2a, isto é,

e={P|d(P,F;)+d(P,F,) =2a}. 3.1

Observacoes (ver Figura 10).

Figura 10 — Elementos da elipse.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Os pontos F; e F, sdo chamados de focos da elipse.

A reta que contém os focos F; e F> denomina-se reta focal.

A distincia focal € o valor 2c.

O ponto médio do segmento focal € o centro da elipse.

* A intersec¢do entre a elipse € e a reta focal consiste em dois pontos, A e A».

O primeiro fato interessante é que FiF> N € = &, pois se P € F{ F; entdo P ¢ €, jd que

d(F\F,) =d(P,F))+d(P,F,) =2c < 2a.

Agora tome d(Ay,F>) =d(A1,F])=x. Como A; € €, temos:

2a =d(Ay,F1) +d(Ay, Fp) = (x+2¢) +x
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e assim x = a — ¢, representa as distancias dos vértices da elipse, A| e A, aos focos F| e F;

respectivamente.

A reta r, reta ndo focal, é perpendicular a reta focal, passa pelo centro C e intersecta a

elipse exatamente nos pontos By e By, que s@o os vértices da elipse sobre a reta r (ver Figura 11).

Figura 11 — Elementos da elipse e reta ndo focal.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Como r é a mediatriz de Fi F>, se B € rentdo d(B,F|) = d(B, F).
Se B € € entdo d(B,F) +d(B,F,) = 2a. Segue que d(B,F;) = d(B,F,) = a, e mais,
rneg = {B],Bz}.

Aplicando o teorema de Pitdgoras, tem-se que b* = a*> — ¢, e assim B e B, sdo 0s

pontos de € que estdo a uma distancia b = v/a? — ¢Z do centro C.

* O segmento B|B; de comprimento 2b € o eixo nao focal.

A distancia do centro C aos vértices, Aj e Ay, na reta focal € o nimero real a.

A distancia do centro C aos vértices, B e By, na reta nao focal é o nimero real b.
* O numero real ¢ € a distancia do centro aos focos Fj e F,.

* A excentricidade da elipse € dada por e = ¢. Observe que 0 < e < 1. Quanto menor a

excentricidade mais a elipse se aproximara de uma circunferéncia.
3.1.1 As propriedades das simetrias da Elipse
Proposicao 3.1. A elipse é simétrica em relacdo a reta focal.

Demonstracdo. De fato, sejam P € € e P; o seu simétrico em relacdo a reta focal s. Como

PQ = P,Q por simetria, F,Q = F>Q jd que sdo segmentos comuns e PQFZ =P QFZ, ja que



Capitulo 3. Elipse, Hipérbole e Pardbola. Uma Perspectiva Analitica. 28

sdo retos, tem-se que os triangulos PF>,Q e P F,Q sdo congruentes pelo caso LAL, 0 mesmo
ocorrendo com os tridngulos PF;Q e P F;Q, pois PQ = P, Q por simetria, F;Q = F1Q ji que
sdo segmentos comuns e P QF1 = PQFl, ja que sdo retos. Em particular tem-se F{P = F{P| e
F>P = F>P; (ver Figura 12). Logo,

d(Fl,P)+d(F2,P):d(Fl,Pl)—l—d(Fz,Pl):2(1. ]

Figura 12 — Simetria em relag@o a reta focal.

r !
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By

Fonte:Elaborado pelo autor (2024).

Analogamente prova-se a simetria em relag@o a reta ndo focal.

Proposicao 3.2. A elipse é simétrica com relagcdo a origem.

Demonstragdo. De fato, sejam P € € e P; o seu simétrico em relagdo ao centro C (ver Figura
13).

Figura 13 — Simetria em relacdo a origem.

35

B B

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Como PC = P,C por simetria, FC=FC pois C é ponto médio de Fi F> e PéFz =P C‘Fl ,
j& que sdo opostos pelo vértice, tem-se que os tridngulos PCF;, e PiCF] sdao congruentes pelo
caso LAL. O mesmo acontece com os tridngulos F{CP e F,CP;, pois PC =P,C por simetria,
F1C = F>C pois C é ponto médio de Fi F> e F;CP = P,CPF>, ja que sdo opostos pelo vértice. Segue
que FiP= F,P e F,P = F P;. Logo,

d(F],P) —l—d(Fz,P) = d(F1,P1) +d(F2,P1) =2a

0 que implica que P € €. [

3.1.2 Elipse e sua forma candnica.

Uma elipse pode estar situada em diversas posi¢cdes no plano. Podemos ter a elipse,

* Com centro na origem e reta focal no eixo OX ou com centro na origem e reta focal no
eixo OY.

* Elipse com centro sendo um ponto do plano com sistema de coordenadas paralelo aos
eixos OX e OY.

* Elipse com centro sendo um ponto do plano com sistema de coordenadas ndo paralelo

(inclinado) aos eixos OX e OY.

Neste capitulo discorreremos o primeiro dos itens acima. As demais demonstracdes
podem ser encontradas em (DELGADO; FRENSEL; CRISSAFF, 2017).

Elipse com centro na origem e reta focal no eixo OX

Considere um sistema de eixos ortogonais OXY e P € €, com

Fi = (—¢,0), b= (c,0), A =(—a,0),A; =(a,0), By = (—b,0), B, = (b,0)
send00§c<aeb:\/m.

Figura 14 — Elipse centro na origem e reta focal sobre o eixo OX.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Conforme a Figura 14, tem-se

P=(x,y) € e = d(F,P)+d(F,,P)=2a

S/ (x+c)2+y*=2a—/(x—c)?

& (x4c)?+y* =4a> —day/(x— )2 +y2 + (x—c)?
e+ 2+ +y? =4a® —day/(x— )2+ +x —2xc-l—cz-l-y2
(:)4xc:4(a2—a\/(x—c)2+y2)

(:)az—xc:a\/(x—c)2+y2

& (@ —x0)?* =a*((x—c)’ +5%)

2

& at —2a%ex+ x? = a’x* = 2dPxe + aPe —|—azy2

sat—a? =P - AP+ dP y
s d(a*— ) = (d® — AP +a*y?

o @b = b2 + P

sendo esta ultima igualdade equivalente a forma candnica da elipse, com a > b, ou seja,

2 2

SR (3.2)

lek
®|‘<
™

Elipse com centro na origem e reta focal no eixo OY.

De acordo com a Figura 15 , temos:

Figura 15 — Elipse centro na origem e reta focal no eixo OY.

¥

)

-

-
|

—iL

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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e F1 = (O,—C) = (O,C).
e A; =(0,—a) Ay =(0,a).

® BIZ(—b,O) BQZ(b,O).

Analogamente a deducdo da equacgdo (3.2), chegamos a equagdo da elipse centrada sobre

o eixo OY:

AETIR A (3.3)

3.1.3 A propriedade refletora da Elipse

A elipse possui uma propriedade interessante, conhecida como Propriedade Refletora, a

qual diz o seguinte:

Teorema 3.1. Dado uma elipse € e um ponto P € €, com F| e F;, focos da elipse. Tem-se que
os dngulos formados entre a reta tangente a elipse no ponto P e os segmentos, PF| e PF, sdo

iguais.

Antes de demonstrarmos a propriedade refletora da elipse, iremos conceituar alguns

resultados que serdo usados mais adiante.
Considere a elipse € com eixo focal AB, de comprimento 2a e focos F| e F;.

Seja P, um ponto qualquer da elipse e considere uma circunferéncia ¢ com centro em Fj
e raio AB. Trace a semirreta F P que interseccionara a circunferéncia ¢ no ponto C. Em seguida
trace o segmento F,C. Tracando a mediatriz do segmento F,C (ver Figura 16), obteremos a reta

m.

Figura 16 — Mediatriz e tangente a uma elipse.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Tem-se que a reta m € tangente a elipse no ponto P.

De fato, a reta m serd tangente a elipse € no ponto P se P for o tinico ponto de interse¢ao
entre m e a elipse €. Note que FiC = AB = 2a.

Suponhamos que exista (ver Figura 17) Py diferente de P que pertenca a mediatriz m e a
elipse €, entdo d(C,P;) = d(F,,P;). Como P € ¢, temos:

d(F1,P)+d(Fy,P)=2a=d(F,P)+d(F,P)=
d(F1,P)+d(P,C) =2a

O que € absurdo, pois pela desigualdade triangular;
2a=d(F,C) < d(F,P))+d(P,C).

Logo, P € tnico.

Figura 17 — Unicidade do ponto entre a tangente e a elipse.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Agora estamos aptos a provar a propriedade refletora da elipse.

Demonstracdo. (do Teorema 3.1).

Observe a Figura 17. Como P € € tem-se que d(Fy,P) +d(F>,P) =2a e como d(F,C) =
2a tem-se que d(P,C) = d(P,F>) e assim o tridngulo F,PC é isésceles, logo ;M = MC. Pelo
caso LAL os tridangulos F;PM e CPM sio congruentes e portanto F»PM = CPM. Mais ainda,
o Angulo entre a reta m e o segmento PF; é oposto pelo vértice ao CPM, portanto os dngulos
formados entre a reta tangente a elipse no ponto P e os segmentos, PF; e PF> sdo iguais, como

queriamos demonstrar.

]
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3.1.4 O esboco da Elipse centrada na origem e com focos sobre o eixo OX

Figura 18 — Simetria em relacdo a reta focal.

¥
A
(0, b}

[-a,01 (=, 0)

0, =t}

Fonte: (BOULOS; CAMARGO, 1987).

Vimos na Se¢do 3.1.1 que a elipse € simétrica em relacdo aos eixos OX e OY e ao centro
dos eixos coordenados. Desta forma, se P = (x,y) € € entdo os pontos (x, —y); (—x, —y); (—x,y) €

€ e, além disso

2 2 2

x= y X
—4==1==<1=|x|<a.
az  b? a — il <

De modo andlogo, obtém-se que |y| < b.
Logo, percebe-se que a elipse estd contida no retdngulo [—a,a] x [—b,b] (ver Figura 18).

As intersecgdes da elipse com o eixo OX sdo obtidas fazendo y = 0. Neste caso, teremos

2

X
—2:1:>x:ia
a

e portanto os pontos A = (—a,0) e Ay = (a,0) sdo tais intersecdes.

Analogamente, as intersec¢des da elipse com o eixo OY sdo obtidas fazendo x = 0.

Assim,
2
y

—2 —
a
fornecendo os pontos B; = (—b,0) e B, = (b,0). Mais ainda, segue da Equacéo (3.2) que
2 2 2.2 b
y—zzl—x—2:>y2:b2 (a 2x ) =y=d—Vva%*—x2.
b a a a

Devido as simetrias ja abordadas, restringiremos a andlise apenas ao primeiro quadrante.

l=y==a

Considere f : [0,a] — R definida por f(x) = 2v/a2 —x2. Entdo, como

bx
'(X) = ———=——=—=<0 Vxe(0,a
f0=-ra= 02)
segue que f € decrescente em [0,a]. Além disso, observando que
ba
/! - -
f(x) = @ _x2>3/2 <0 Vxe(0,a)
conclufmos que fé uma fungio concava! em [0,a].

' Dizemos que uma fungio f : [a,b] — R é concava se a derivada de segunda ordem de f é menor que zero.
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Assim o gréfico da elipse com reta focal sobre o eixo OX € dado pela Figura 19 abaixo:

Figura 19 — Esbogo do gréfico da elipse com reta focal sobre o eixo OX.

3

F o)

—h

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

De modo analogo obtém-se o grafico da elipse com reta focal no eixo OY (Figura 15).

3.2 A HIPERBOLE

Definicao 3. Sejam F e F> pontos do plano T que distam entre si 2c > 0 e seja a tal que a < c.
Chamamos de hipérbole H, o conjunto dos pontos P do plano & para os quais o modulo da

diferenga de suas distancias a Fy e F> é igual ao real 2a > 0, isto é,

Observagoes:

Os pontos F; e F> sdo chamados de focos da hipérbole.

A reta que contém os focos F; e F, denomina-se reta focal. Seja [ esta reta.

A distancia focal € o valor 2c.

O ponto médio do segmento focal € chamado de centro da hipérbole.

Provaremos a seguir que a intersec¢do entre a hipérbole H e a reta focal consiste exata-

mente em dois pontos, Aj e Aj.

Tem-se que, se P € [ — Fi F; entdo P ¢ H, pois

|d(P,F1)—d(P,F)| = |x— (x+2c)| =2¢ > 2a.
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Na Figura 20, consideremos P a esquerda do foco F; com PF; = x,0 < x < c € seja
Al € iF,NH talque d(A1,F;) = x com 0 < x < ¢. Entdo d(F,F,) = 2c, e portanto

’d(Al,Fl) —d(Al,Fz)’ =2a & |x— (ZC—X)’ =2a
& 2x—2c| =2a

S X=c—a.

Figura 20 — Construcdo dos elementos da Equacao (3.4).

T+ 2

Fonte: Desenvolvido pelo autor (2024).

Portanto, o ponto A de F F; distante ¢ —a de F; pertence a H. Analogamente verifica-se
que o ponto A, de F1 F,, distante ¢ —a de F> também pertence a H, caso P esteja a direita de F>,

com PF, = x.
O segmento AA; é chamado o eixo focal e seu comprimento é d(A,A;) = 2a. O ponto
médio C do eixo focal A1A, é chamado o centro da hipérbole (Figura 21).
Figura 21 — Construcao dos elementos da hipérbole.

C— (L 1 (L N & —
L] L] L]

. . . .
1 Ay f‘ Ao Fs

S G

C C

Fonte: Desenvolvido pelo autor.

A reta I’ perpendicular a reta [ que passa pelo centro da hipérbole € denominada reta ndo

focal. Tem-se que a hipérbole H nio intersecta a reta I, pois I’ € mediatriz de F1 F>, logo
Pel' = |d(P,F)—d(P,F,)|=0.

O segmento BB, que passa pelo ponto C, perpendicular ao eixo focal cujo comprimento é 2b

2

com b? = ¢ — a? é denominado eixo ndo focal.

A excentricidade da hipérbole € dada por e = £ > 1.
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As assintotas da hipérbole sdo as retas que passam pelo centro e tem inclinagdo :I:g sendo

[ el’ as bissetrizes das assintotas (ver Figura 22).
Figura 22 — Assintotas da hipérbole.

g

— Assintota

3

P
43‘}'3

-

a4 Retangulode base

51

 Assintota

Fonte: Desenvolvido pelo autor.

3.2.1 As propriedades de simetria da Hipérbole.
Proposicao 3.3. A hipérbole é simétrica em relacdo a reta focal.

Demonstragdo. De fato, sejam P € H e Py o simétrico de P em relacdo a reta focal (ver Figura
23). Como PQ = P Q por simetria, F1Q = F1Q j4 que sdo segmentos comuns ¢ POF| = P|OF,
ja que sdo retos, tem-se que os tridngulos PQF; e PiQF; sdo congruentes pelo caso LAL, o
mesmo ocorrendo com os tridngulos PQF> e PiQF, pois PQ = P,Q por simetria, F,0 = F>,Q ji
que sdo segmentos comuns € Py QF2 =P QFZ, j4 que sdo retos. Em particular tem-se F{ P = F{ P
e F>P = K P e portanto

|d(F1,P1) —d(Fz,Pl)l = |d(F1,P) —d(Fz,P)| =2a= P €H.

Figura 23 — Simetria da hipérbole com relacdo a reta focal.

r

I Ay A,

P

Fonte: Desenvolvido pelo autor.
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Analogamente obtem-se a simetria com relac¢ao a reta ndo focal.

Proposicao 3.4. A hipérbole é simétrica em relacdo ao centro.

Figura 24 — Simetria da hipérbole com relag¢do ao centro.

P

jl'.l -"'ll _-1-:

P

Fonte:Desenvolvido pelo autor.

Demonstragdo. De fato, seja P € H e P> o simétrico de P em relacdo ao centro (ver Figura 24).
Como PC = P,C por simetria, F;C = F>C pois C é ponto médio de F1 F» e PCF> = P,CF}, ji que
sdo opostos pelo vértice, tem-se que os tridangulos PCF, e P,CF) sdo congruentes pelo caso LAL.
O mesmo acontece com os triangulos F1CP e F>,CP, pois PC=PC por simetria, FIC=HFKC

pois C é ponto médio de F1F>» e F{CP = P,CF, ja que sdo opostos pelo vértice. Segue que

FIP=FP e F,P = F P, e consequentemente

|d<F2,P2) —d(Fl,P2)| = |d(F1,P> —d(Fz,P) =2a=P, €H.

3.2.2 A propriedade refletora da Hipérbole

A hipérbole possui uma propriedade interessante, conhecida como Propriedade Refletora,

a qual diz o seguinte:

Teorema 3.2. Dado uma hipérbole H e um ponto P € H, com Fy e F, focos da hipérbole, tem-se
que os dngulos formados entre a reta tangente a hipérbole no ponto P e os segmentos PF; e PF>

sdo iguais.

Antes de demonstrarmos a propriedade refletora da hipérbole, iremos conceituar alguns

resultados que serdo usados mais adiante.

Considere a hipérbole H, ver Figura 25, com eixo focal AB, de comprimento 2a e focos

Fi e F> e seja P € H. Trace os segmentos de reta, F1P e F>P. Em F1 P, marque o ponto Q tal que
QP = F>P. Trace mediatriz m do triangulo QPF.
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Figura 25 — Mediatriz e tangente a uma hipérbole.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Entdo a reta m € tangente a hipérbole no ponto P.

Para provar isto basta ver que a reta m serd tangente a hipérbole H no ponto P, se P for o
tinico ponto de interse¢do entre m ¢ H. Em primeiro lugar, como d(Q, P) = d(F»,P), note que
F1Q = 2a, pois

|d(F1,P) —d(F>,P)| =2a < |d(F\,Q) +d(Q,P) —d(F,P)| = 2a
Ang ’d(FlaQ)| = 2a.

Suponhamos agora que exista um ponto Py, (ver Figura 26), pertencente a m e a hipérbole
H. Entao

d(P,Q) =d(P,F) e |d(F1,P) —d(F,P)| = 2a.

Mas pela hipétese,
|d(Fi,P) —d(F,P)| =2a=|d(F,P)—d(Q,P)| =2a
o que € absurdo, pois pela desigualdade triangular,
d(Q,P)+d(F1,0) > d(F,Py)
e como d(Q, Fy) = 2a, tem-se
2a >d(F,P)—d(P,0).

Logo, a reta m € tangente a hipérbole.
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Figura 26 — Unicidade do ponto de intersec¢do entre a tangente e hipérbole.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Agora estamos aptos a provar a propriedade refletora da hipérbole.

Demonstragdo. (do Teorema 3.2) De fato, note, através da Figura 26, que o tridngulo PQF; é
issceles, donde, F5X = X Q e assim os tridngulos F>PX e QPX sio congruentes pelo caso LAL.
Desta forma, FzﬁX = QPX , como queriamos demonstrar. L]
3.2.3 Hipérbole e sua forma canénica

Uma hipérbole pode estar situada em diversas posi¢cdes no plano. Podemos ter uma

hipérbole:

» Com centro na origem e reta focal no eixo OX ou com centro na origem e reta focal no
eixo OY.

* Hipérbole com centro sendo um ponto do plano com sistema de coordenadas paralelo aos
eixos OX e OY .

* Hipérbole com centro sendo um ponto do plano com sistema de coordenadas ndo paralelo

(inclinado) aos eixos OX e OY.

Nesta secao discorreremos apenas sobre o primeiro dos casos acima.
Hipérbole com centro na origem e reta focal no eixo OX.

Considere um sistema de eixos ortogonais OXY (Figura 27) com

e F1 = (—C,O), = (C,O), Al = (—a,O),Az = (a,O).

* By=(0,—-b),B,=(0,b), 0<a<ce b=+c*—a>
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Figura 27 — Hipérbole sobre eixo OX.

v

:—1[ -‘12

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Por definicdo,
P=(x,y) €H < |d(F,P)—d(F,P)| =2a
€ portanto
d(F17P> _d(Fz,P) = 2a0ud(F1,P) —d(Fz,P) = —2a.

Assim, para o primeiro caso (o outro € andlogo), temos que

d(Fi,P)—d(Fy,P)=2a < \/(x+c¢)?>+y> =2a+/(x—c)?
& (x4c)?+y* =4d’ +4a\/(x— )2 +y2+ (x—c)?
& dxc —4a* =4ay/(x—c)2 +y?

& (xe—d’) =a*((x—c)’ +57)

e 2P —d?x -y =ad*P —at =P (P - dP)
(P —a)—dy? =d*(* —d?)

o 22— a?y? = P

0 que equivale a

X2 y2

Hipérbole com centro na origem e reta focal no eixo OY.
Neste caso, temos

* F1 =(0,—¢) F, = (0,¢)

* A] = (O, —a) Az = (O,a)

¢ Bl:(_bao) BZZ(bvo)
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Figura 28 — Hipérbole centro na origem e reta focal no eixo OY.

¥

\ Ié
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/“HM

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Analogamente a dedugdo da Equagdo (3.5), chegamos a equagdo da hipérbole centrada

no eixo OY:

\S}

- =1. (3.6)

2
Y
22

%l

3.2.4 Esboco da Hipérbole centrada na origem e com focos no eixo OX

Vimos na Secdo 3.2.1 que a hipérbole é simétrica em relacdo aos eixos OX e OY, e ao

centro dos eixos coordenados. Seja P = (x,y) pertence a hipérbole. Da Equagdo (3.5) temos que

2 y2

X 2 2
St zl=x >a =k >a
Isso significa que a hipérbole ndo estad contida na faixa a direta da reta x = —1 e a esquerda da
reta x = 1, ndo interceptando o eixo OY e interceptando o eixo OX nos ponto A} = (—a,0) e
Az = (a,0) (ver Figura 29). Da equacdo (3.5) ainda temos
2 2
X b
y—2:—2—1:>y:j:—\/x2—a2, x>a.
b a a

Assim, devido a simetria € suficiente analisar o primeiro quadrante, ou seja,

b
y= —\/xz—az, x> a.
a

Considere f : [a,+oo] — R definida por f(x) = 2v/x2 — a2. Entdo, como

b
fx) = —a\/ﬁ <0 Vxe& (a,+)

segue que f € crescente em [a, +oo|. Além disso, observando que

ba

W <0 Vxe (a,—l—w)
X“—a

70 = -
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concluimos que fé uma fungéo concava em [a,+oo].

As retas y = gx (rf:bx—ay=0)ey= —i—jx (r~ : bx+ay = 0) sdo chamadas de

assintotas. A explicag@o a seguir justifica o nome. Seja P = (x,y) € H. Vimos que

22
;C—z — Z—z =1 bx?—dy? =db.
Entao
d(prty = 12l _ bx—ay [xtayl P —a?y?| 1 a*b* 1

VRt @ VR tdlbxtayl VP2 td lbxtay| Vb2t bxtay]
Diante disso, vé-se que a d(P,r") — 0, quando x — 4o € y — Foo. De modo andlogo,
conclui-se que d(P,r~) — 0, quando x — o0 e y — +oo. Isto mostra que a hipérbole se

aproxima tanto quanto se queira mais ndo intersecta a assintota.

Figura 29 — Esboco da hipérbole sobre o eixo OX.

Assintota

— Hipérbole H

{

=

— Assintota

Fonte: Desenvolvido pelo autor.

Esboco do grafico da hipérbole centrada na origem e reta focal sobre o eixo OY.

Nesse caso, temos,

Fi=(0,—c) F>,=(0,c).

e A1 =(0,—a) A;=(0,a).

Bi=(—b,0) B>=(b,0).

Da Secdo 3.2.3 temos
2o
2!

e as assintotas serdo x = ig y. Procedendo como no caso anterior, obtemos o gréfico da hipérbole.
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Figura 30 — Esbogo da hipérbole sobre o eixo OY.

%

— Hipérbole H

Assintota

B t 15y X

A

Assintota
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= Hipérbole H B

Fonte: Desenvolvido pelo autor.

3.3 A PARABOLA

Definicao 4. Sejam r uma reta contida no plano « e F um ponto ndo pertencente a r. Chamamos

de pardbola &7 com foco F, o conjunto dos pontos do plano 1 equidistantes de F e 1, isto é;

P = {P|d(P,F)=d(P,r)} 3.7)

A reta r serd chamada de diretriz.

A reta focal [ da pardbola & € a reta que contém o foco F e é perpendicular a diretriz r.

Denotando por A, a intersecdo da diretriz r com a reta focal /, chamaremos de vértice da

pardbola & o ponto médio de AF, e o denotaremos por V.

Sendo d(V,r) =d(V,F) = p, denominaremos 2p = d(F,r) o pardmetro da parabola.

oA . P byi+c ~
A distancia d, de uma reta r a um ponto P é dado por d = Z1EEC (hde (x s30 as
p p e (x1,51)

coordenadas do ponto P e ax+ by +c = 0 é a equacdo da reta r.

3.3.1 A propriedade da simetria da Parabola
Proposicao 3.5. A pardbola é simétrica em relacdo a sua reta focal.

Demonstragdo. De fato, seja P um ponto da pardbola £, e P’ seu simétrico em relac@o a reta
focal I (Ver Figura 31). Entdo PP’ é perpendicular a reta [ e intersecta [ no ponto Q, ponto médio
de PP’. Como PQ = P'Q, j4 que sio simétricos, QF = QF, ja que sdo segmentos em comum e

POF = P'QF, pois sdo angulos retos, tem-se que os tridngulos POF e P'QF sdo congruentes
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pelo caso LAL, e assim, d(P,F) = d(P',F). Além disso, como AB'P'Q e ABPQ sao retangulos,
e assimd(P',r) =d(Q,r) = d(P,r) e portanto

d(P',r)=d(P,r) e d(P,F)=d(PF)
ou seja, P € 2. O

Figura 31 — Simetria da pardbola.

lf

B

B

Fonte: Desenvolvido pelo autor.

3.3.2 A propriedade refletora da Parabola

A parédbola possui uma propriedade interessante, conhecida como Propriedade Refletora,

a qual diz o seguinte:

Teorema 3.3. Dada uma pardbola W, com foco F e um ponto P € W (Figura 33), tem-se que o
angulo entre a reta tangente no ponto P e o segmento PF ¢é igual ao dngulo entre a reta tangente

no ponto P e a reta (dy) paralela a reta focal que passa por P.

Antes de demonstrarmos a propriedade refletora da pardbola, iremos conceituar alguns

resultados que serdo usados mais adiante.

Considere uma pardbola W com foco F, diretriz d e vértice V, conforme Figura 32.
Agora tome o ponto A, pé da perpendicular baixada de F' a diretriz d e A| # A de tal forma que a
perpendicular a d que passe por A intersecte W em P. Em seguida trace os segmentos FP,A|P

e A F, trace a mediatriz m do tridngulo FPA| e tome M o ponto médio de FA;.
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Figura 32 — Reta tangente a uma parabola.

/

v
d A " Ay

/

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Afirmamos que m é tangente a pardbola no ponto P. Para ver isto suponha que exista
Pre Wnm.

Se P, € W Nm, entdo
(*) AF = P|A;.

(**) Sendo A; o pé da perpendicular baixada de P; a reta d, tem-se que o tridngulo
P1A A, € retangulo de hipotenusa P{A, e assim PiF = PiA| > PA;.

De (*) e (**) tem-se uma contradi¢ao. Portanto, a mediatriz m € tangente a pardbola no

ponto P.

Figura 33 — Unicidade do ponto tangente a pardbola.

P

d A ,f/“' Ay A

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Agora estamos aptos a provar a propriedade refletora da pardbola.

Demonstragdo. (do Teorema 3.3).

De fato, como m é mediatriz, tem-se, pelo caso LAL, que os triangulos FPM e A|PM
sdo congruentes, e assim AjPM = FPM. Como o 4ngulo entre a reta tangente no ponto P e a

reta (d;) paralela i reta focal que passa por P é igual ao A| PM, ja que sdo opostos pelo vértice,
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segue que o angulo entre a reta tangente no ponto P e o segmento PF & igual ao angulo entre
a reta tangente no ponto P e a reta (d;) paralela a reta focal que passa por P, como queriamos

demonstrar.

O

3.3.3 Parabola e sua forma canonica

Nesta se¢do deduziremos a forma da can6nica de uma parabola.
Parabola com vértice na origem e reta focal no eixo OX.

SejaV = (0,0), o vértice, F = (p,0), o foco e r: x = —p, areta diretrizcom d (F, r) = 2p,

conforme Figura 34. Entao

P=(x,y) € # < d(P,F)=d(Pr)

&/ (x—=p)?+y* = |x+p|

& (x=p)*+y* = (x+p)?
(:>x2—2px+p2+y2 :x2+2px—|—p2
& —2px+y2 =2px

&yt =dpx

Figura 34 — Foco a direita da diretriz r.

(—p. 0 v (p, 0)

Fonte: Desenvolvido pelo autor.

Analogamente, se V = (0,0), F = (—p,0) e r: x = p, com d = (F,r) = 2p, obtemos a
forma candnica, y?> = —4px, para uma paribola voltada para a esquerda. A Figura 35 ilustra tal

situacao.
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Figura 35 — Foco a esquerda da diretriz r .

{ o —p, 0) X
{p‘.'[]] Vv

Fonte: Desenvolvido pelo autor.

Parabola com vértice na origem e reta focal no eixo OY.
SejaV = (0,0), o vértice, F = (0, p), o focoe r: y = —p, areta diretrizcom d(F, r) = 2p,

conforme Figura 36. Entao

P=(x,y)€ P < d(P,F)=d(P,r)

S/ +(=p)P=Iy+pl

e+ @-p*=G+p)’

& +y = 2py+p* =y +2py+p’
<:>x2—2py:2py

o ¥ =4py.

Figura 36 — Foco sobre a diretriz r.

r (0. —p) X

L 4

Fonte: Desenvolvido pelo autor.
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Analogamente, se V = (0,0), F = (0,—p) er:y=p,comd = (F,r) = 2p, obtemos a
forma candnica, x*> = 4py, de uma pardbola cuja concavidade é voltada para baixo, Figura 37.

Figura 37 — Foco sob a diretriz r.

4V

[

r (0, p)

(0. —p)

Fonte: Desenvolvido pelo autor.

Na préxima se¢do abordaremos as cOnicas transladas. O tratamento das cOnicas em
eixos paralelos aos eixos OX eOY ( translacdo dos eixos) representa uma extensao natural das

investigacdes conduzidas ao estudo das cOnicas com reta focal nos eixos OX ou OY.

3.4 TRANSLACAO

Figura 38 — Translacdo de eixos cartesianos.

V4 NY

W+ IR S

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Considere OXY um sistema de eixos ortogonais cuja origem é O = (0,0) e OXY um

sistema de eixos tal que OX e OY sido paralelos, respectivamente aos eixos OX e OY.

Seja O = (xg,y9) um ponto do plano e P com coordenadas (%,y) e (x,y), relativas,
respectivamente, aos eixos OX Y e OXY . (ver Figura 38). Assim, a partir da Figura 38, podemos
concluir que o "novo sistema" OX Y é obtido a partir de uma translacio do "sistema antigo"OXY .
Sendo (x¢,yp) as coordenadas da origem no sistema de eixos OX Y, relacionaremos este novo
sistema ao sistema de eixos OXY da seguinte forma

X =X-+Xx9. (3.8)

y=Y+Yo.

3.4.1 Forma canénica da Elipse com reta focal paralela ao eixo OX.

Seja O = (xg,yp) a origem do sistema OX Y obtido a partir da translagio do sistema de

eixos OXY. Conforme Figura 39, os elementos da elipse transladada sao

Reta focal: [ : y = yy.

Reta ndo focal: I: x = x.

* Focos F1 = (xo —¢,y0); F> = (xo+¢,x0)-

Vértices sobre o eixo focal A] = (xo —a,yo); Az = (xo +a,0)-

Vértices sobre o eixo ndo focal By = (xo,y0 — b); g2 = (x0,y0+b).

Figura 39 — Elipse transladada paralelamente ao eixo OX.

v

o V 4

w+h

i

LN

0 rg—a Ip—c rg+c  rpt+a

Fonte: Desenvolvido pelo autor
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Conforme o sistema (3.8), P = (x,y) = (X+ x0,y+ yo) pertencerd a elipse se, e somente

se,

d(P,F1)+d(P,F>) = 2a < d((X+ x0,Y + ¥0), (xo — ¢,y0)) +d((X+ x0,Y+ y0), (X0 +¢,¥0)) = 2a
& d((x,y),(—¢,0)) +d((x,y),(c,0)) = 2a
2
a2

y*
S — +b2 1
e portanto
(X—x0)2 (y—y0)2_1 39
a? + b? N (3.9

com b? = a® — 2.

(a) Considere, no sistema OXY, os pontos A = (x1,y1) € B = (x2,y2). Tem-se que a
distincia AB é d = \/(xa —x1)2+ (y2 —y1)2.

(b) Ao transladarmos o sistema de coordenadas OXY para um novo sistema OXY
com um deslocamento (xg,yo), temos que as coordenadas dos pontos A e B nesse novo sis-
tema serd A; = (x; +x0,y1 +yo) € By = (x2 +x0,y2 + o), respectivamente. Assim, nesse
novo sistema, a distincia A|By € dy = /((x2+x0) — (x1 +x0))2 + (2 +y0) — (1 +¥0))2 =
V(2 —x1)2+ (2 — )%

De (a) e (b), tem-se que d = d, ou seja, a distancia euclidiana € invariante por transla¢io

de sistemas coordenados.

3.4.2 Forma canonica da Elipse com reta focal paralela ao eixo OY.

Seja O = (xg,y0) a origem do sistema OX Y obtido a partir da translagio do sistema de

eixos OXY. Conforme Figura 40, os elementos da elipse transladada sao

Reta focal: [ : x = xp.

Reta ndo focal:l": y = yy.

* Focos Fi = (x0,y0 —¢); F> = (x0,y0 +¢).

Vértices sobre a reta focal A} = (xo,y0 —a); Ay = (x0,y0 +a).

Vértices sobre a reta ndo focal Bj = (xo — b,y0); A2 = (xo+ b, yo).

Conforme o sistema (3.8), P = (x,y) = (X + X0,y + yo), de modo anélogo a elipse
transladada com reta focal paralela ao eixo OX, conclui-se que a equagdo da elipse transladada

com reta focal paralela ao eixo OY, € dada por

(X—x0)2 + (v —yo)2

2 =1 (3.10)
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com b? = a® — 2.

Figura 40 — Elipse transladada com reta focal sobre o eixo OY .

%

A

W+

W+

Ly

=

I — a8

W

0 rg—b to ro+h

Fonte: Desenvolvido pelo autor.

3.4.3 Translacao da Hipérbole com reta focal paralela ao eixo OX.

Nesta secdo, consideraremos o mesmo procedimento utilizado para as mudancas de
coordenadas do sistema OXY para o sistema OXY (ver Figura 38). Conforme descrito em (3.8),

temos x =X+xp €y =Y+ Yo.

Figura 41 — Hipérbole transladada com reta focal paralela ao eixo OX.

Ay
AY

3

.

yd‘l Ash B

51

I (o] X \

Fonte: Desenvolvido pelo autor.

No novo sistema de coordenadas, observe a Figura 41 e considere:

* A origem O = (x9,)0).
* Reta focal: [ : y = yy.

 Reta ndo focal: I’ : x = xp.
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* Focos F| = (X() - C,y()); = (X() +C,X0).
* Vértices sobre a reta focal A} = (xo —a,y0); A2 = (x0 +a, o).

* Vértices imaginarios By = (x,yo — b); Az = (x0,y0+ D).

* Assintotas y —yp = ig(x—xo) S b(x—xp)—aly—yo) =0eb(x—xp)+a(y—yo) =0.
Conforme o sistema (3.8), P = (x,y) = (X + x0,y + yo) pertencerd a hipérbole se, e

somente se,

|d(P,F\) —d(P,F2)| =2a < |d((X+ x0,Y+ Yo), (X0 — ¢,¥0)) — d((X+ x0,Y+ Yo), (x0 +¢,Y0))| = 2a
& [d((%,y),(—¢,0)) —d((x,¥),(c,0))| = 2a
y

= )_CZ =
az b?

1,

€ portanto

2 2
(x—a;Co) _(y—bzyo) 1, (3.11)

com b? = ¢* — 2.

3.4.4 Forma canodnica da Hipérbole com reta focal paralela ao eixo OY.

Figura 42 — Hipérbole transladada com reta focal paralela eixo OY .

N}~

Fonte: Desenvolvido pelo autor.

Seja O = (xg,yp) a origem do sistema OX Y obtido a partir da translagio do sistema de
eixos OXY .

Conforme Figura 42, os elementos da hipérbole transladada s@o

e Reta focal: [ : x = xg.
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Reta nao focal:l "y = yy.

Focos F} = (xo,yo —C); F, = (Xo,yo +C)~

Vértices sobre a reta focal A| = (xp,y0 —a); Az = (x0,y0 + a).

Vértices sobre a reta ndo focal By = (xo — b,y0); A2 = (xo+ b, yo).

* Assintotas x —xp = ig(y—yo) < alx—x9) —b(y—yo) =0ea(x—xp)+b(y—yo) =0.

De maneira andloga ao caso da translagdo da hipérbole paralela ao eixo OX, conclui-se

que a equagio da hipérbole com centro O = (x¢,y) e reta focal paralela ao eixo OY é dada por

2 2
(y—azyo) ~ (x—b;o) _ (3.12)

com b? = % — 2.

3.4.5 Translacao da Parabola com reta focal paralela ao eixo OX.

Figura 43 — Pardbola transladada com reta focal paralela eixo OX e foco a direita da diretriz.

)

H 3
Ty—f Ly \— Ty xo+p \,

Fonte: Desenvolvido pelo autor.

Nesta subse¢do, consideraremos o mesmo procedimento utilizado para as mudancas de
coordenadas do sistema OXY para o sistema OXY (ver Figura 38). Conforme descrito em (3.8),
temos x = X+ xo € y = Y+ yo. Considere ainda V = (xg,yp) o vértice da pardbola tal que a origem

O do sistema cartesiano OX Y coincida com V, isto é, 0 =V = (x¢,y0).

Observe na Figura 43, que o foco estd a direita da diretriz . Assim, conforme subsecao
3.3.3, podemos verificar que no sistema de coordenadas OX Y teremos como equacio da parabola
transladada, ¥ = 4px, com foco F = (p,0), vértice V = (0,0), diretriz 7 : X = —p e reta focal

l:y=—p.
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E por fim, como x =X+ xp e y =Y+ yo, teremos a equacdo da pardbola transladada dada

por
(y—0)> = 4p(x—x). (3.13)

Assim, seus elementos serao

Foco: F = (xo+ p,y0)-

Vértice: V = (x0,)0)-

e Diretriz: r:x—xo=—p < r:x=xy— p.

Retafocal: [ :y—yo=0<[:y=yp.

Observe na Figura 44 que o foco estd a esquerda da diretriz r. Conforme Secdo 3.3.3,
podemos verificar que no sistema de coordenadas OXY teremos como equagio da parabola
transladada, yz = —4px, com foco F = (—p,0), vértice V = (0,0), diretriz 7 : X = p, reta focal
[:3=0. Entdio, como x = X+ xo € y = y + o, obteremos a equacio da parabola transladada dada
por

(y—y0)? = —4p(x—xo). (3.14)

Seus elementos neste caso serao

Foco: F = (xo — p,y0)-

Vértice: V = (xo,y0).

Diretriz: r:x—xo=p & r:x=xo+p.

Retafocal: [ :y—yo=0<1:y=yj.

Figura 44 — Pardbola transladada com reta focal paralela eixo OX e foco a esquerda da diretriz.
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I+ p
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i

Fonte: Desenvolvido pelo autor.
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3.4.6 Translacao da Parabola com reta focal paralela ao eixo OY.

Nesta secdo, vamos aplicar o mesmo método utilizado para a mudanga de coordenadas do
sistema OXY para o sistema OX Y (Ver Figura 38). Conforme explicado em (3.8), as equacdes
de transformagdo sdo x =X+ xg e y = ¥+ yo. Considere ainda V = (xo,yo) o vértice da pardbola

tal que a origem O do sistema cartesiano OX Y coincida com V, isto é, O =V = (xo, o)

Observe na Figura 45 que o foco estd acima da diretriz ». Conforme Sec¢do 3.3.3, podemos
verificar que no sistema de coordenadas OX Y teremos como equacdo da pardbola transladada, a
equacio X¥* = 4px, com foco F = (0, p), vértice V = (0,0), diretriz 7 : y = — p, reta focal [ : X = 0.
E como x =X+ xp e y =y + yg, obteremos a equacdo da parabola transladada dada por

(x—x0)> = 4p(y—o). (3.15)

E assim, seus elementos sdo

Foco: F = (x0,y0+ p).

Vértice: V = (xq,¥0)-

e Diretriz: r:y—yp=—p<L:y=yy—p.

Retafocal: [ :x—xp=0< [ :x = xo.

Figura 45 — Parébola transladada com reta focal paralela eixo OY sobre a diretriz.

+

0 o T+ X

Fonte: Deenvolvido pelo autor.

Na Figura 46, notamos que o foco encontra-se abaixo da diretriz r. De acordo com a
subsecdo 3.3.3, podemos deduzir que no sistema de coordenadas OX Y, a equacio transladada

2 = —4py. Neste caso teremos foco F = (—p,0), vértice V = (0,0), diretriz

da pardbola serd x
7:X=peretafocal [ :3=0.E como x =X+x e y =+ Yy, obteremos a equacio da paribola
transladada dada por

(x—x0)* = —4p(y o). (3.16)

E assim seus elementos sdo
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Foco F = (x0,y0 — p)-

Vértice V = (xo,y0).

e Diretrizr:y—yo=p<r:y=yo+p.

Retafocal l : x—xg=0< [ : x = xp.

Figura 46 — Pardbola transladada com reta focal paralela eixo OY e foco sob a diretriz.

V1 Y
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Fonte: Desenvolvido pelo autor.

Diante da exposi¢do da revisdo da literatura sobre as conicas desde Apoldnio até as
demonstracdes analiticas contemporaneas, se fard uma transposi¢do para investigar se as sequén-
cias didaticas ancoradas sob pressupostos teéricos da metodologia da pedagogia histdrico-critica

contribuem para uma aprendizagem significativa do estudo das cOnicas.
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4 SEQUENCIA DIDATICA A LUZ DA PROPOSTA DIDA-
TICA DA PEDAGOGIA HISTORICO-CRITICA

A pedagogia histdrico-critica, cujo principal expoente € o filésofo e educador Dermeval
Saviani, destaca-se por sustentar a constru¢ao e contextualizacdo dos saberes, relacionando-os a
realidade da pratica social. Nos escritos de Saviani, é frequente o entrelacamento de conceitos
marxistas na constru¢ao do pensamento histérico-critico. Isso inclui a concepg¢ao do trabalho
como forma fundante do ser social e principio educativo, onde o ser humano interage com a
natureza, transformando-a conforme suas idealiza¢des. Além disso, o materialismo histérico
dialético oferece uma légica de compreensao das contradi¢des na realidade, enquanto o modo de

producdo capitalista, dividido em classes, exerce influéncia sobre o processo educacional.

Na pratica educacional, especialmente na educagdo bésica e nas escolas publicas nao
seletivas, € comum encontrar um mal-estar docente recorrente. Os professores frequentemente
lamentam as condi¢des insalubres das estruturas fisicas e, com ainda mais preocupacao, o
comportamento inadequado de uma parte significativa dos alunos. A falta de interesse em
assuntos relacionados a matemadtica, a dificuldade na compreensdo de conceitos basicos € a
auséncia de assiduidade destacam a necessidade premente de implementar novas estratégias de

ensino para fortalecer o processo de aprendizagem.

Essas estratégias devem estar alinhadas com tendéncias pedagdgicas que valorizem
a constru¢dao do conhecimento matematico, relacionando-o a pratica social. Dessa forma, a
aquisicdo de conhecimentos serd favorecida, pois os alunos serdo capazes de perceber a relevancia

e aplicabilidade da matematica em seu contexto cotidiano.

Com o objetivo de estabelecer diretrizes para viabilizar a implementacdo de sequéncias
didético-pedagdgicas no ensino das cOnicas, visando a criacdo de conexdes entre as relacoes
sociais e os conteidos matematicos, este trabalho apresentard a metodologia da pedagogia
historico-critica. Serdo discutidas reflexdes sobre sua aplicagdo e os impactos esperados na

aprendizagem dos conteudos abordados.

A teoria da pedagogia histdrico-critica fundamenta-se, conforme (SAVIANI, 2021), na
contraposicdo as tendéncias pedagdgicas tradicionais e busca estabelecer uma correlagdo entre
a educacdo e a realidade social. Essa realidade € de importancia fundamental, pois € a partir
do cotidiano do aluno que os rumos da aprendizagem sao delineados. Partindo do pressuposto
de que o ser humano é essencialmente social, e que € por meio de suas interagcdes com o
trabalho, as artes, as ciéncias e o ambiente ao seu redor que o conhecimento é continuamente
construido, desconstruido e reconstruido. Como observa Gasparin (2012), "¢ a existéncia social

dos individuos, suas a¢des sobre 0 mundo e sobre si mesmos que geram o conhecimento".

Desta forma, baseado na teoria desta pedagogia, propde-se uma metodologia para sua
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implementac¢do. Para tanto, faz-se uso da metodologia dialética, ja que

essa metodologia dialética do conhecimento perpassa todo o trabalho docente-
discente, estruturando e desenvolvendo o processo de constru¢do do conheci-
mento escolar, tanto no que se refere a nova forma de o professor estudar e
preparar os contetidos e elaborar e executar seu projeto de ensino, como as
respectivas acdes dos alunos. A nova metodologia de ensino-aprendizagem
expressa a totalidade do processo pedagdgico, dando-lhe centro e dire¢do na
construgdo e reconstru¢do do conhecimento. Ela da unidade a todos os ele-
mentos que compdem o processo educativo escolar (GASPARIN, 2012, p.
276).

No desenvolvimento da metodologia, Gasparin (2012) explica os passos a serem imple-
mentados na didética da pedagogia histérico-critica, destacando que o educador deve adotar
uma abordagem renovada na transmissdo do conhecimento. Nesse contexto, os conceitos devem
ser explorados por meio da contextualiza¢do em diversas dreas, uma vez que o conhecimento €
historicamente construido pelo ser humano a partir de suas relagdes sociais e da transformacao

da natureza por meio do trabalho, assim,

essa nova forma pedagdgica de agir exige que se privilegiem a contradi¢do, a
davida, o questionamento; que se valorizem a diversidade e a divergéncia; que
se interroguem as certezas e as incertezas, despojado os contetidos de sua forma
naturalizada, pronta, imutavel. (GASPARIN, 2012, p.3)

Tendo na dialética suporte para o aprimoramento da transmissao e aquisi¢ao de conhe-
cimento, fica evidenciado por Gasparin (2012), que nem a escola nem a sala de aula funciona
com ponto de partida, mas sim, a realidade social mais ampla, partindo desta realidade para as
teorizagdes no ambiente escolar e, depois desse processo, um novo retorno a realidade social,

fortalecendo o carater dialético da pedagogia historico-critica.

Diante desta inicial caracterizacdo, a metodologia da pedagogia proposta por Gasparim

(2012), sistematiza sua conjectura através dos seguintes passos:

4.1 PRATICA SOCIAL INICIAL

A prética social inicial constitui-se como a primeira elucidacao da pratica pedagdgica
do método histoérico-critico e € elaborada sob coordenagdo do professor, que visa abordar as
relagdes sociais dos alunos, o que pensam, o que sabem e o que compreendem sob 0 processo
histérico no qual estd inserido, possibilitando teorizagdes futuras. E nesse momento que ocorre
uma sensibiliza¢ao no aluno, para que este possa estar receptivo a construir o conhecimento e

fazer aproximacOes com o tema a ser desenvolvido.

Nesta elucidacdo, tanto professor quanto aluno estdo inseridos no processo, todavia, pelo
fato da necessidade do planejamento do contetido a ser abordado, o professor tem dimensao da
realidade social de forma mais sintética (densa) que o aluno, sendo que o discente tem uma visdo

sincrética (cadtica), uma sintese que toma como referéncia o senso comum, onde
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a visao dos alunos ¢ sincrética porque, apesar dos conhecimentos que possuem
sobre o assunto, a partir do cotidiano, ainda ndo realizaram, no ponto de partida,
a relag@o da experiéncia pedagdgica com a prética social mais ampla de que
participam. Este passo, para o educando, consiste no primeiro contato que
mantém com o contetdo sistematizado que sera trabalhado posteriormente pelo
professor. E manifestacdo das concepgdes que possui a respeito do tema em
questdo. Portanto, ndo é de esperar que ele explicite com clareza os conceitos
cientificos do contetido proposto nem sua importancia social ponto esta € uma
tarefa muito complexa que aos poucos vai sendo desvendada (GASPARIN,
2012, p.17).

Na prética social inicial, tanto o professor quanto o aluno, sob a orientacdo do do-
cente, estdo envolvidos em discussdes, trocando experi€ncias e dinamizando as relagdes sociais,

preparando assim para o segundo passo da metodologia proposta, isto €, a problematizacao.

4.2 PROBLEMATIZACAO

Com base nos conceitos e experi€ncias adquiridos na prética social inicial, uma nova
abordagem diante dos ainda complexos contetidos € delineada. Os questionamentos e indaga-
¢Oes que emergem da pratica social entram em cena, permitindo uma andlise mais profunda.
A realidade social comeca a ser examinada sob uma 6tica tedrica, em que as vivéncias sdo

correlacionadas com a teoria, como ressaltado por Gasparin,

a problematizac@o representa o momento do processo em que essa pratica social
é posta em questdo, analisada, interrogada, levando em consideracio o con-
tetdo a ser trabalhado e as exigéncias sociais de aplicagdo desse conhecimento
(GASPARIN, 2012, p.34).

Durante o processo de problematizagdo, cabe ao professor liderar as discussoes, ques-
tionamentos e esclarecimentos dos conceitos e contetidos abordados. E essencial que o aluno
seja guiado em direcdo a desafios, a formulacao de hipéteses e ao proprio processo de ensino-
aprendizagem, permitindo assim uma ressignificagdo dos conceitos adquiridos e discutidos
na pratica social. Conforme observado por Gasparin (2012), esse momento se aprofunda e se

sistematiza em relagdo ao conteudo curricular.

4.3 INSTRUMENTALIZACAO

Diante das questdes debatidas na pratica social e durante o processo de problematizacao,
surge uma direcdo para que tanto o aluno quanto o contetido em discussdo sejam confrontados,
com o docente e o discente desempenhando papéis centrais na constru¢ao do conhecimento
cientifico. E nesse momento de confronto e didlogo que novas perspectivas sdo exploradas e
entendimentos sdo aprofundados, contribuindo para um aprendizado mais significativo e uma

compreensio mais ampla dos temas abordados. Desta forma
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a instrumentalizagdo realiza-se nos atos docentes e discentes necessarios para
a construc¢do do conhecimento cientifico. Os educandos e o educador agem
no sentido da efetiva elaborag@o interpessoal de aprendizagem, através da
apresentacdo sistemadtica do contetido por parte do professor e por meio da agdo
intencional dos alunos de se apropriarem desse conhecimento (GASPARIN,
2012, p.49).

A prética social, a problematizacdo e a instrumentalizacdo formam os pilares de um
processo pedagdgico holistico, no qual diversas varidveis subjetivas e objetivas, como os aspectos
sociais, politicos, culturais e econdmicos, se entrelacam e dinamizam o processo de aquisi¢do de
conhecimento. Esses elementos ndo apenas influenciam, mas também moldam o entendimento e
a apreensdo dos conteddos cientificos, oferecendo uma perspectiva multifacetada que enriquece
a compreensdo dos alunos. Ao reconhecer e integrar essas multiplas facetas do conhecimento,
promove-se uma verdadeira reconstru¢ao dos conteddos cientificos, enriquecendo nao apenas
a compreensao dos alunos, mas também sua capacidade de andlise critica e reflexdo sobre o

mundo ao seu redor.

Dessa forma fica evidente que,

neste processo, parte-se do conhecimento que se tem (sincrético) e aos pou-
cos (pela mediacdo da andlise) esse conhecimento anterior vai se ampliando,
negando, superando, chegando a um conhecimento mais complexo e abran-
gente (paré€nteses sintético="concreto") (VASCONCELOS, 1993, p. 64 Apud
GASPARIN ,2012, p. 50).

O professor, como tutor da turma, objetivando dinamizar o processo de ensino, devera
utilizar diversos recursos para fortalecer a aquisi¢do de conhecimento. Conforme a Base Nacional
Comum Curricular-BNCC (2018), ao adotar abordagens pedagdgicas diversificadas, como o
uso de tecnologias educacionais, atividades praticas, jogos didaticos e debates em grupo, o
educador promove uma aprendizagem mais engajadora e significativa para os alunos. Além
disso, a incorporacgdo de recursos visuais, como videos, imagens e graficos, auxilia na compre-
ensdo de conceitos complexos e estimula a participagdo ativa dos estudantes na constru¢ao do
conhecimento. Com uma variedade de ferramentas e estratégias a disposic¢ao, o professor cria
um ambiente de aprendizagem estimulante e colaborativo, capacitando os alunos a explorarem o

contetido de maneiras diversas e aprofundadas.

4.4 CATARSE

E entdo, como concatenar os processos desenvolvidos e adquiridos através da sistemati-
zacdo da pratica social, problematizagdo e instrumentalizagdo? Como manifestar essa aquisi¢do
de conhecimento? Como expressar a reconstru¢do dos conceitos presentes nos mais diversos
contetidos? Como traduzir o conhecimento adquirido? A estas perguntas, o conceito de catarse

se estabelece como um elo crucial. A catarse, neste contexto, representa o0 momento liberagcdao
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intelectual, onde os alunos sdo capazes de refletir sobre suas experiéncias e aprendizados, inter-
nalizando e consolidando o conhecimento adquirido. E através desse processo de catarse que
os alunos conseguem transformar suas percep¢des e compreensdes prévias, reconstruindo os
conceitos de forma sélida e abrangente. Assim, a catarse configura-se como um mecanismo
essencial para dar sentido e significado ao processo de aprendizagem, permitindo que os alunos
transcendam a mera aquisicdo de informacdes para alcancar uma melhor compreensdo dos

conteddos estudados. Gasparin menciona

a catarse ¢ a sintese do cotidiano e do cientifico, do tedrico e do prético a que
o educando chegou, marcando sua nova posi¢do em relagdo ao contetdo e a
forma de sua construgio social e sua reconstrugdo na escola. E a expressio
tedrica dessa postura mental do aluno que evidencia a elabora¢do da totalidade
concreta em grau intelectual mais elevado de compreensao. Significa, outrossim,
a conclusio, o resumo que ele faz do contetido aprendido recentemente. E o
novo ponto tedrico de chegada; a manifestacdo do novo conceito adquirido
(GASPARIN, 2012, p.124).

Na catarse, o aluno ja tem condi¢des de compreender o propdsito das questdes langadas
nas etapas anteriores, pois desenvolveu uma percepg¢ao significativa dos conceitos abordados.
Com uma compreensdo no caminho da consolidacao, ele se sente capacitado a avangar para
a pratica social final. Nesse estdgio, o aluno estd apto ndo apenas a aplicar os conhecimentos
adquiridos, mas também a refletir sobre sua relevincia e impacto no contexto social e prético.
Ele € capaz de conectar teoria e pratica de maneira mais eficaz, identificando como os conceitos
estudados se relacionam com os desafios e as possiveis demandas da realidade a qual estd inserido.
A catarse como revela Gasparin (2012) € um ponto importante no processo de aprendizagem ja

que prepara o aluno para aplicar seu conhecimento de forma transformadora.

4.5 PRATICA SOCIAL FINAL

Nesta fase, tanto o aluno quanto o professor, por meio das etapas desenvolvidas ante-
riormente, passaram por transformagdes em suas visdes sobre os conceitos relacionados aos
conteddos estudados. Ao vivenciarem os conhecimentos de forma contextualizada, valorizando
os aspectos do cotidiano, deve-se perceber a capacidade de analisar as nuances e complexidades
dos temas abordados. A experiéncia deve proporcionar uma compreensao realista dos conceitos,
permitindo que tanto o aluno quanto o professor ampliem sua perspectiva e habilidades de andlise
e interpretagdo. Assim, a pratica social final ndo apenas consolida o aprendizado, mas também

promove uma reflexdo critica e uma visdo densa dos contetidos estudados.

professor e alunos modificaram-se intelectual e qualitativamente em relagao as
suas concepgdes sobre o contetido que reconstruiram, passando de um estdgio de
menor compreensao cientifica a uma fase de maior clareza e compreensao dessa
mesma concepg¢ao dentro da totalidade. H4, portanto, um novo posicionamento
perante a pratica social do contetido que foi adquirido (GASPARIN, 2012,
p.139-140).
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Entretanto, a pratica social inicial e final se entrelacam em suas proprias defini¢des. O
cumprimento das etapas anteriores da metodologia da pedagogia histérico-critica e a dindmica
das relacdes sociais nos colocam, mesmo ap0s a alteracdo qualitativa adquirida durante as etapas,
sempre em condicdes de ressignificar os contetidos ora estudados. Saviani (2021) indica que
o processo pedagogico deve realizar, no ponto de chegada, o que no ponto de partida ndo estd
dado. Essa ideia destaca a importancia da continua reflexdo e adaptacdo ao longo do processo de

aprendizagem, evidenciando a natureza dinadmica e transformadora da educagao.

ApOs essa breve andlise da metodologia da pedagogia histdrico-critica, adentrar-se-a
nos conceitos de sequéncia didatica. Na préxima secdo, busca-se explorar como os principios
fundamentais da pedagogia histérico-critica podem ser aplicados de maneira pratica e concreta
na elaboracdo de estratégias de ensino. Conceituaremos sequéncia didética, como ferramenta
pedagdgica, visando organizar e planejar atividades que promovam a aprendizagem significativa
dos alunos, conectando os conteudos curriculares com suas vivéncias e realidades sociais. Nesse
contexto, investigaremos como 0s conceitos e principios da pedagogia histérico-critica podem
orientar a construcdo de sequéncias diddticas que favorecam o desenvolvimento cognitivo, social

e critico dos estudantes.

4.6 SEQUENCIA DIDATICA

Entende-se por sequéncia didatica (SD) uma organizagio de orientagdes pedagdgicas
cuidadosamente planejadas e articuladas, com o objetivo de promover uma aprendizagem
significativa dos alunos em relagc@o a temas ou contetidos pré-estabelecidos. A sequéncia didética
¢ estruturada por meio de etapas continuas e progressivas, onde hd uma clara intencionalidade
em superar a simples transmissdo de conhecimento. Pode-se entdo, buscando proporcionar
uma aprendizagem que promova a compreensao e internalizagdo dos contetidos de forma mais
eficaz, propor atividades que levem em consideracdo as caracteristicas individuais dos alunos e o

contexto social em que estdo inseridos. Vé-se entdo que a sequéncia didatica

¢ um procedimento simples que compreende um conjunto de atividades conec-
tadas entre si, e prescinde de um planejamento para delimitacdo de cada etapa
e/ou atividade para trabalhar os contetdos disciplinares de forma integrada para
uma melhor dinimica no processo ensino-aprendizagem. E um procedimento
para sistematizacdo do processo ensino-aprendizagem, sendo de fundamental
importancia a efetiva participacao dos alunos. Essa participacdo vai desde o
planejamento inicial informando aos alunos o real objetivo da realizacdo da
sequéncia didética no contexto da sala de aula, até o final da sequéncia para
avaliar e informar os resultados (OLIVEIRA, 2013, p.39-40).

Ainda conforme Oliveira (2013), no Brasil, a sequéncia diddtica comeca a ser inserida
no inicio da década de 90, e de forma semelhante, passou a ser analisada inicialmente no estudo

da lingua portuguesa.
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Guimaraes e Giordam (2013) destacam que sequéncia didatica € um conjunto de ati-
vidades articuladas e organizadas de forma sistemdtica, em torno de uma problematizacao

central.

Zabala (1998) destaca que a organizacao articulada das atividades € o fator distintivo
das metodologias, e que o primeiro aspecto caracteristico de um método € a ordem em que as
atividades s@o propostas. Ele ressalta que a fragmentacdo da prética educativa apresenta um certo
grau de artificialidade, o que é explicdvel pela dificuldade em encontrar um sistema interpretativo

adequado que permita a andlise conjunta de todas as varidveis presentes nos processos educativos.

Conforme Zabala (1998), uma sequéncia didatica é composta por uma série ordenada e
articulada de diferentes atividades, sendo suas formas de articulacdo um dos tragos diferenciais
que determinam a especificidade de muitas propostas didaticas. Na abordagem proposta por
Zabala (1998), ha uma clareza na estrutura da sequéncia didatica, o que permite que alunos
e professores tenham objetivos definidos desde o principio da execugdo. Essa organizacao
cuidadosa proporciona uma orienta¢ao precisa ao longo do processo de ensino e aprendizagem,
facilitando o acompanhamento e a compreensao das atividades propostas. Na (SD) proposta pelo

autor, com intuito de validar a sequéncia, pode-se trazer questionamentos,
* Que possam determinar os conhecimentos anteriores que cada aluno possui em relacao
aos novos temas de aprendizado.

* Cujos conteudos sejam apresentados de maneira que sejam relevantes e priticos para os

alunos.
* Que possam verificar se estdo alinhadas com o nivel de maturidade de cada estudante.

* Que sejam metas desafiadoras, mas alcangdveis para o aluno, considerando suas habilida-

des.

Que estimulem um despertar cognitivo e incentivem a atividade mental do aluno.

Que auxiliem o aluno a desenvolver habilidades de aprendizagem que o capacitem a se

tornar mais autdbnomo em seu processo educacional.

Diante do exposto, ao elaborar uma sequéncia didética, € imprescindivel considerar as-
pectos que promovam uma aprendizagem significativa, assegurando uma construcao sistemdtica
dos conceitos para que os alunos possam compreender progressivamente os conteidos aborda-
dos. Além disso, é fundamental incentivar ativamente a participagdo dos alunos no processo
de ensino-aprendizagem, promovendo atividades que estimulem o didlogo, a colaboragdo e
o protagonismo dos estudantes. E essencial reconhecer e valorizar a diversidade presente na
turma, adaptando as estratégias de ensino para atender as diferentes necessidades e ritmos de

aprendizagem de cada aluno. O docente deve criar um ambiente propicio para uma aprendizagem
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significativa, oferecendo desde um espacgo acolhedor, estimulante e desafiador até atividades que
permitam aos alunos construir e explorar conceitos de forma autdonoma e critica. Ao considerar
esses aspectos, o professor pode desenvolver acdes pedagdgicas que valorizem o aprendizado e a

heterogeneidade das turmas.

Entdo, diante de tantas varidveis externas que influenciam o processo da arte de ensinar,
como direcionar a escolha da sequéncia didética. De acordo com Zabala (2018), ha trés tipos

diferentes de sequéncias didéticas:

* A sequéncia didatica conceitual.
* A sequéncia didatica procedimental.

* A sequéncia didética atitudinal.

Compete ao professor, conforme os objetivos que almeja atingir, identificar qual sequén-
cia se adéqua melhor a cada turma. No entanto, ¢ importante destacar que existe uma correlagdo
entre elas, uma vez que estao fundamentadas nos principios do aprender a conhecer, aprender a

fazer, aprender a conviver e aprender a ser.

De acordo com o autor, os contetidos atitudinais englobam a formacao de atitudes e
valores em relacdo a informacao recebida, com o objetivo de estimular a intervencdo do aluno
em sua realidade, promovendo a reflexdo sobre suas préprias acdes € o desenvolvimento em
contextos diversos. Por sua vez, os contetidos conceituais dizem respeito a construgdo ativa de
habilidades intelectuais para manipular simbolos, imagens, ideias e representacdes, permitindo a
organizacao das realidades. Nesse contexto, a aprendizagem de conceitos e principios assume
um papel central. Os conceitos representam conjuntos de fatos, objetos ou simbolos com caracte-
risticas comuns, enquanto os principios dizem respeito as relagcdes e regularidades presentes nas
mudancas e interacdes observadas. Os conteudos procedimentais, como sugere Zabala (1998),
abrangem uma série de acdes coordenadas e direcionadas para alcancar um objetivo. Essas acdes
englobam atividades como leitura, desenho, célculo, tradugdo, recorte, salto, inferéncia, entre
outras. Segundo o autor, os conteidos procedimentais compreendem todas as aprendizagens
que envolvem uma sequéncia de agdes organizadas e orientadas para alcancar um determinado

propdsito.

Validar uma sequéncia didética envolve um processo cuidadoso que leva em consideracdo
vdrias possibilidades e varidveis. E fundamental seguir algumas etapas para garantir a eficicia e

a adequacdo da sequéncia didética ao contexto educacional e aos objetivos de ensino.

Conforme Guimaraes e Giordam (2013) existem diversas abordagens tedricas para a
elaboracdo e validacdo de sequéncias didaticas utilizadas no ensino. Entre elas, destacam-se a
Engenharia Didatica, as Teacher Learning Sequences (TLS), a Pesquisa em Design Educacional

e o Processo EAR (Elaboracao, Aplicacao, Reelaboracdo).
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Nesse trabalho, com objetivo de delimitagdo da execuc¢do da atividade, focaremos na
validacao da sequéncia teorizada pelo processo EAR. Todavia, apesar de discorrer sobre o
processo EAR, evidencio que o objeto deste capitulo € uma proposta de sequéncia didética, e em

assim sendo, apenas a etapa da elaboracdo foi implementada na proposta.

Para Guimardes e Giordam (2013), o processo EAR representa uma abordagem para
desenvolver e validar Sequéncias Didéticas por meio de uma andlise sistemadtica e avaliacoes
continuas de todos os elementos que compdem a sequéncia, incluindo seu contexto de aplicacio,

os resultados obtidos e sua integracdo com o plano anual de ensino da institui¢do escolar.

Conforme Figura 47, os autores citados acima indicam que processo se inicia com a fase

de elaboragdo, que consiste em planejar e organizar a (SD) segundo os elementos:

Titulo.

Publico Alvo.

Problematizagdo; Objetivo Geral.

Objetivos Especificos.

Conteudos.

Dinamica; Avaliacdo.

Referéncias Bibliograficas e Bibliografia Utilizada.

Figura 47 — Representacdo esquemadtica do processo EAR.

Processo EAR de Validagdo de 5D

Elaboracio .Z 5, Aplicacdo

Avaliagao

&
==
s

Desenvolvimento Profissional Docente
Fonte: (GUIMARAES; GIORDAN, 2013).
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Buscando uma base sélida e estruturada para o desenvolvimento e implementagdo de ati-

vidades nas sequéncias didaticas, Guimardes € Giordam (2013) disponibilizam um "framework"
9

(Figura 48) para uma sequéncia didatica.

Figura 48 — framework de implementacido de uma sequéncia didética.

Titulo: [

Publico Alvo

Caracterizacdo dos Alunos | Caracterizagdo da Escola | Caracterizagdo da Comunidade Escolar

Problematizagao: |

ObjetivoGeral: |

Metodologia de Ensino

Aulas Objetivos Especificos Conteddos Dinamica das Atividades

1

~|en || |wm

8

Avaliagdo:

Bibliografia:

Referencial Tedrico: [

Material Utilizado: I

Fonte:(GUIMARAES; GIORDAN, 2013).

Na fase da elaboracao, na validacao de uma sequéncia didatica, os professores, funda-

mentados em uma teoria que orienta o processo de aprendizagem dos alunos, exploram diferentes

recursos e estratégias pedagdgicas que serdo aplicadas na sequéncia didatica. O docente realiza

uma andlise buscando selecionar e adaptar as atividades de acordo com os objetivos educacionais

e as caracteristicas que desejam alcancar. Guimaraes e Giordan (2013) sugerem que na criacao

da sequéncia didatica, dentro do processo EAR, faz-se mister seguir uma base tedrica que

guie as acoes do professor e suas estratégias de ensino. Propdem ainda um instrumento para

desenvolver sequéncias diddticas baseado na abordagem sociocultural, na qual o aluno incorpora

conhecimentos por meio de interacdes sociais € com os elementos culturais, sendo mediado por

ferramentas culturais.

A fase da aplicacdo, na valida¢do de uma sequéncia didatica, do processo EAR,

€ composta por quatro etapas. Sendo trés etapas de validag@o a priori, realizadas
segundo instrumentos de validacdo especificos e uma etapa na qual a SD
¢é desenvolvida em sala de aula, esta dltima constitui a experimentacao no
processo de validacdo. Em cada uma das etapas a SD pode e deve ser revista
pelo professor como forma de validacio da SD (GUIMARAES; GIORDAN,
2013, p.5)

A fase de reelaboragdo, na valida¢do de uma sequéncia didatica, do processo EAR,

o professor, de posse das informagdes das fases anteriores pode confrontar suas
percepgoes e objetivos quanto a elaboragdo da SD, da andlise a priori e os dados
da experimentac@o. A confrontagdo dos resultados representa o fechamento do
processo ciclico de validagdo. E quando o professor retoma a elaboragio, mas
munido de informagdes e experiéncias importantes no sentido de aprimorar a
SD e sua acdo docente (GUIMARAES; GIORDAN, 2013, p.95).
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Na imagem abaixo, temos posse de um fluxograma representando as fases no processo
de validag¢do de uma (SD).

Figura 49 — Fases do processo de validacdo de (SD).

Atividade de

Ensinoe
Aprendizagem

[ Atividade de Validagao de 5D ]

I I l

Elaboragdo

Aplicacdo

sammme s Reelaboracdo

I e e s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 1
: I
: Instrumento de Aplicagdo em :
' Elaboracic sala de Aula ;
: 1

1
: Elementos da 3D e Walidacdo por WValidatdo por Aplicagdoda 50 Fase de :
: suas Regras de pesquisadores, professores do Validag o por em sala de auls, reelaboracio da I
1 elaboragio segundo mesmo nivel de professores para publico alvo 5D segundo :
: segundo o Instrumento de ensing para o qual || Coordenadores da e contexto de elementos :
: contedto da validagdo & 50 foi planejada. || escolaa qual a2 SD elaboracdo, coletados no I'
: escolae da especifico. <o destina. Principal fase de PrOCESSD , COrm :
i comunidade coleta de dados wistas a melharia I
1 escolar, de investigacdo, da 50 e de H
: | aprendizagem do :
! | professor ]
] I
i 1
i i
] I
i i

AVALIACAD e INVESTIGACAOD

Fonte: (GUIMARAES; GIORDAN, 2013).

Vé-se entdo, nesse processo de validacdo de uma sequéncia didética, possibilidade de
facilitar a interacdo dindmica entre os processos mentais e praticos, caracteristicos do ambiente de
sala de aula ou das situacdes de ensino e aprendizagem. Desta forma, na préxima secdo, tomando
como referencias as discussdes elucubradas, proporemos uma sequéncia didatica ancorada nos
pressupostos tedricos da pedagogia histérico-critica, objetivando obter ferramentas necessdrias

para o ensino das cOnicas e suas aplicacdes no cotidiano.

4.6.1 Entrelacando a metodologia da Pedagogia Histérico-Critica com Sequéncia Didatica

Nesta subsecdo, como objeto central deste trabalho, apresentar-se-4 uma sequéncia

didética ancorada na metodologia da pedagogia histdrico-critica.

A proposta inicial deste trabalho era conduzir uma pesquisa qualitativa, elaborar e
aplicar sequéncias didéticas, coletar e tabular os resultados e, posteriormente, tirar conclusdes
sobre a viabilidade da execuc¢do da (SD). No entanto, problemas tanto externos quanto internos
a unidade escolar resultaram na diminui¢do do nimero de turmas, especialmente no ensino
médio. O autor, que € professor pesquisador, possui uma carga horaria de trabalho de 40 horas

semanais distribuidas em dois turnos, matutino e vespertino. Nessas duas jornadas, sé existem
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turmas do ensino fundamental 2, o que impacta diretamente na impossibilidade de aplicacdo da
sequéncia didatica, dada a densidade dos contetidos abordados. Assim, este trabalho assume
novos contornos, transformando o que seria uma aplicacdo em uma proposta de sequéncia

didética a ser implementada em turmas de segundo ou terceiro ano do ensino médio.
Construcao da sequéncia didatica

Apresentar-se-4 uma discussdo prévia para a futura elaboracdo da sequéncia didatica,
que serd posteriormente incluida no apéndice. Neste momento, € essencial apresentar uma
abordagem que conecte os pressupostos tedricos da pedagogia histrico-critica a implementacao

da sequéncia didatica.
1. Dados catalograficos da Unidade Escolar:

Colégio Estadual Professora Maria Odette Pithon Raynal, localizado no bairro de paripe,

suburbio ferrovidrio, municipio de Salvador, BA.
2. Caracterizacao do espaco fisico da Unidade Escolar:

O colégio possui doze salas de aula, um laboratério de informadtica e uma quadra de

esportes.
3. Titulo: Bilhar eliptico, vamos jogar?
4. Pablico Alvo:
Alunos do segundo ou terceiro ano do ensino médio.
5. Conteudo:
Elipse e suas propriedades.

6. Objetivo Geral: Possibilitar aos alunos uma compreensao dos conceitos da elipse e

sua aplicacgao prética.
7. Objetivos Especificos:

Compreender os conceitos fundamentais relacionados & geometria das cOnicas, em

particular, da elipse.
Investigar as aplicagdes praticas do bilhar eliptico em situag¢des do cotidiano.
8. Avaliacao Diagnéstica:

Aqui, conforme Gasparin (2012), a prética social entra em cena através do conhecimento
de sincrese do aluno. Nesse momento, o professor deverd conduzir as perguntas e questionamen-

tos a respeito do titulo da (SD).

Para implementar no ensino da elipse e do bilhar eliptico, a prdtica social inicial proposta
por Gasparin (2012), o professor podera elencar perguntas que podem ser utilizadas para guiar a

discussdo e promover a reflexdo sobre os conceitos da elipse e do bilhar eliptico. Nesse sentido



Capitulo 4. sequéncia diddtica a luz da proposta diddtica da pedagogia historico-critica 69

pode-se indagar;

* O que voceés sabem sobre elipses? Onde elas aparecem na natureza ou em situagdes do dia

a dia?
* Voceés ja ouviram falar sobre bilhar eliptico? O que vocé€s sabem sobre esse jogo?

» Como vocés acham que as caracteristicas da elipse podem influenciar o jogo de bilhar

eliptico?

» Serd que a constru¢cdo de uma mesa de bilhar eliptica em miniatura pode nos ajudar a

compreender melhor as propriedades da elipse?

As perguntas mencionadas acima visam estimular a curiosidade dos alunos, promover
o didlogo e criar um ambiente propicio para a explora¢do e compreensao das propriedades da
elipse e sua relacao com o bilhar eliptico, objetivando identificar o nivel de compreensao prévia
dos alunos sobre o conceito de elipse, suas propriedades e aplica¢des, bem como diagnosticar

possiveis dificuldades dos alunos em relagdo ao tema da elipse.
9. Problematizacao:

Os conceitos e definicoes da elipse fortalecem a aprendizagem no processo de construgcdo

da mesa de bilhar eliptico?

Chegado o momento em que o professor, de posse da sua lideranga, buscard caminhos
para discutir, indagar e explorar os conceitos e contetidos abordados na pratica social. Aqui, o
professor deve dirimir as dividas dos alunos encontradas na prética social. O que antes era uma

abordagem mais informal, passa a ter uma dimensao mais tedrica.

Faz-se necessdrio que os alunos sejam desafiados a refletir sobre uma situagdo ou
problema real relacionado ao conteido que serd ensinado. Perguntas abertas que estimulam o
pensamento critico e a investigacdo podem ser desenvolvidas a titulo de considerar possiveis

solugdes para o problema.

Entdo o professor pode utilizar diferentes recursos para facilitar a percep¢ao do conceito

e aplicacdo da elipse no cotidiano dos alunos, podendo;

* Disponibilizar videos que abordem, de forma ainda menos densa, os conceitos de elipse.
* Imagens de elipse e suas inser¢des no cotidiano.

» Exemplo de construcio (videos educacionais) de uma mesa de bilhar eliptico.

10. Instrumentalizacao

10.1 Contetidos a serem discorridos na instrumentalizacao:
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Elipse e seus elementos.

As propriedades da simetria e da reflexao da elipse.

* Forma candnica da elipse.

Esboco da elipse.

O professor entdo orienta e explora;

* Defini¢ao de elipse, seus elementos e suas propriedades.

* Demonstragdes das propriedades inerentes ao estudo da elipse correlacionando os conceitos

a serem aplicados na construgdo e exploragdo do jogo do bilhar eliptico.

Como parte integrante do processo de aquisi¢do de conhecimento nessa etapa da (SD),
recursos tecnoldgicos como software dinamico ou jogos didéticos ou atividades praticas podem

ser usados objetivando fortalecer o processo de ensino aprendizagem.

Nessa etapa, tanto professor quanto alunos desempenham papéis importantes. O professor,
estimulando o pensamento critico nos alunos através do didlogo e do desenvolvimento da teoria,

favorece, nessa troca de experiéncias, o processo de aquisi¢ao do saber.
10.2 Catarse

Nesta etapa, espera-se que o aluno tenha entendido o propdsito das questdes das etapas
anteriores bem como compreendido conceitos discutidos. A partir da compreensao consolidada,
além de aplicar o que aprendeu espera-se que ele refita sobre a possibilidade de aplicacdes da
elipse no cotidiano, conectando teoria e prética. A catarse deve preparar o aluno para usar seu

conhecimento de forma investigativa.
10.3 Sintese mental do aluno

Chegado entdo o momento para que o aluno demonstre o que aprendeu. O professor,

através de didlogo ou outros instrumentos pode constatar o contetido aprendido.
10.4 Expressao da sintese - Avaliacao

A expressdo da sintese, apds elucidadas as etapas anteriores da metodologia de Gas-
parin (2012), pode ocorrer a partir de diversos instrumentos avaliativos, tais quais: uma prova

dissertativa, objetiva, entrevista, semindrio ou sequéncia diddtica, dentre outros.

Em particular, nesta dissertacio, com o objetivo de dar corpo ao objeto central do
trabalho, que € uma sequéncia didatica ancorada na metodologia da pedagogia histdrico-critica,
serd proposta uma sequéncia diddtica abordando uma possivel constru¢cdo de uma mesa de bilhar
eliptico, objetivando a verificagdo da propriedade da reflexdo e de que forma essa propriedade

influencia no jogo.
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Para construir uma mesa de bilhar eliptico, inevitavelmente precisamos elucubrar sobre
as defini¢Oes, os conceitos e proposi¢des sobre concernentes a elipse. Essas agdes ja estdo

pacificadas nas etapas anteriores (pratica social inicial, problematizacao e instrumentalizagao).

Como a ideia inicial ndo € a constru¢do em si da mesa de bilhar eliptica e sim a verifica¢@o
das propriedades dessa conica, adquiriremos uma mesa de bilhar infantil, convencional, cujas

medidas do modelo que usaremos sao;
Tamanho da Mesa: 64 ¢cm de comprimento x 36,5 cm de largura e 14,5 cm de altura.

Area de circulacao das bolinhas: 61 cm de comprimento x 31 cm de largurae 1,5 cm
de altura ( distancia entre o piso de circulacdo das bolas e a borda da mesa). As bolas t&ém raio de

1,5 em.

A seguir, temos um molde! de mesa de bilhar eliptico que serd confeccionada por um
marceneiro e encaixada sobre a mesa adquirida. Apds confec¢do do molde a peca sera forrada
com o mesmo tecido da peca original e o marceneiro fard, com um instrumento adequado,
os furos das cagapas na mesa de bilhar comprada de tal forma que coincida com as cacapas

projetadas no molde da Figura 50.

Figura 50 — Modelo de mesa para bilhar eliptico.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

A altura da borda da elipse devera coincidir com a altura da drea de circulacdo das
bolinhas. Esses detalhes sdo necessdrios para que as propriedades, conforme discorridos na se¢do

sobre a reflexdo da elipse, sejam preservadas.

Caso necessdrio, em vez de usar o molde da mesa eliptica acima, pode-se construir

facilmente, com lapis, barbante e prego (Figura 51), uma elipse conforme passos abaixo!

1. Em uma prancha de madeira de 60 cm x 30 cm, considere a origem o centro da prancha e

marque-a.

2. Trace o sistema de coordenadas paralelo as bordas da mesa, tendo o centro da prancha

como origem.

' Usou-se o software dinimico GEOGEBRA para a construgio do modelo de mesa.
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3. Coloque um prego sobre os focos, Fj e F», no eixo X, de tal forma que distem 30v/3cm,

sendo a origem o ponto médio de Fi F;.

4. Corte um barbante que tenha comprimento maior que a distancia dos pregos (focos) e
amarre-os em cada foco. Apds simples cdlculos, para que a elipse caiba na mesa de bilhar
adquirida, usaremos o fio de tal forma que apds amarrados o comprimento seja de 60 cm.
Pegue um lapis e estique o fio, mantenha-o sempre esticado e gire ao redor dos pregos.
Tem-se entdo o molde da elipse desejada. O método descrito acima € chamado de método

jardineiro.

Figura 51 — Elipse com l4pis e barbante.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Como instrumento da expressao da sintese, poder-se-4 perguntar ao aluno

1. Se o centro da elipse € a origem e a intersecao da elipse com o eixo focal sdo os pontos
A; =(-30,0) e Ay = (30,0), qual o valor da distancia focal 2a? E entdo, qual o valor de

a?

2. Se o centro da elipse € a origem e a interse¢@o da elipse com a reta ndo focal sdo os pontos
B; = (—15,0) e B, = (15,0), qual o valor do comprimento do eixo ndo focal 2b? E entdo,

qual o valor de b?

3. Achado os valores de a e b, calcule o valor de ¢ e em seguida calcule a distancia focal.

Quais os valores dos focos Fj e F»?

4. Qual a equacao da elipse em sua forma candnica?

Para fortalecer ainda mais a internalizacdo dos conceitos, sugere-se ao aluno fazer uma
busca no endereco eletronico, https://www.atractor.pt/mat/BilharesConicos/, com o objetivo de

fazer uma emulacdo em uma mesa de bilhar eliptica.

Como atividade exploratoria, pede-se que ele coloque a bolinha em um dos focos e faca
a jogada. Em seguida, que ele coloque a bolinha em qualquer posicao na mesa de tal forma que

quando ele efetuar a jogada a bolinha passe pelo foco. O que se pode concluir?
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11. Pratica social final

Neste momento os alunos ndo apenas devem ter consolidado os conhecimentos adquiridos
no desenvolvimento da (SD). Espera-se que eles reflitam criticamente sobre os conteddos
estudados, possibilitando uma visdo mais densa dos conceitos de tal forma que tenham condicdes

de analisar criticamente como esses conceitos se aplicam na sua prética social.

E uma etapa que ndo se encerra. Apds aquisicao das aprendizagens, tanto aluno quanto o
professor ja ndo sdo mais os mesmos. Ja possuem instrumentos para ressignificarem os conceitos

que ainda nao estavam amadurecidos, essencialmente nos alunos, na prética social inicial.
E possivel aplicar, fora do ambiente escolar, o contetido estudado?

O que eu quero, o que eu pretendo, o que eu desejo, podem ser perguntas direcionadas
aos alunos como forma de verificar as a¢Oes das aprendizagens desenvolvidas no processo de

aquisi¢ao do conhecimento.

Na elaboragdo das propostas das sequéncias didaticas sobre hipérbole e pardbola, dentro
da perspectiva metodoldgica da didética para a pedagogia histdrico-critica, os conceitos inerentes
a pratica social inicial, problematizacdo, instrumentalizacdo, catarse e pratica social final serdo
semelhantes a proposta de sequéncia didatica desenvolvida para a elipse. Assim, ndo serd
desenvolvida uma proposta de sequéncia diddtica separada para cada uma dessas cOnicas. Em
vez disso, serd realizado o processo de moldagem para a mesa de bilhar hiperbdlico e parabdlico,
pois a abordagem pedagdgica seria feita aproveitando os mesmos principios e estratégias de

ensino-aprendizagem utilizados na sequéncia anterior.

Molde para a mesa de bilha hiperbélico (Figura 52):

Figura 52 — Modelo de mesa para bilhar hiperbdlico .
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Aqui utilizaremos uma mesa de bilhar igual a usada no caso da orientagdo para confec¢ao

da mesa de bilhar eliptico.
Tamanho Da Mesa: 64 cm de comprimento x 36,5 cm de largura e 14,5 cm de altura.

Area de circulacdo das bolinhas: 61 cm de comprimento x 31 cm de largura e 1,5 cm
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de altura ( distincia entre o piso de circulacdo das bolas e a borda da mesa). As bolas tém raio de

1,5 cm.

Observacao: No ramo da hipérbole proximo ao foco 1, serd construido a borda da mesa
de bilhar hiperbdlico. No ramo 2 néo haveré constru¢@o da borda pelo marceneiro, apenas serd
feita uma marcacdo da hipérbole no molde do tecido que ficard sobre o piso original da mesa

adquirida.

Todas as caracterizagdes de tecidos e altura da borda da hipérbole seguirdo as mesmas

diretrizes da elipse.

Espera-se que, apds a construgdo e validagdo da sequéncia didética, o aluno seja capaz

de verificar a propriedade da reflexdo da hipérbole, conforme ilustrado na Figura 53.

Figura 53 — Tlustracdo da propriedade da reflexdo na mesa de bilhar hiperbdlico.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Caso necessdrio, em vez de usar o molde da mesa hiperbdlica, pode-se construir facil-

mente uma hipérbole, com lépis, régua e barbate (Figura 54), conforme passos abaixo:

Figura 54 — Hipérbole régua e barbante.

Fonte: (ATRACTOR, 2017).

1. Em uma prancha de madeira de 60 cm x 30 c¢m, considere a origem o centro da prancha e

marque-a.
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2. Trace o sistema de coordenadas paralelo as bordas da mesa, tendo o centro da prancha

como origem.
3. Considere os pregos (focos Fj e F3) distando 20 cm e a origem sendo o centro da mesa.
4. Fixe uma das extremidades de uma régua num dos focos.

5. Fixe uma extremidade de um barbante, de comprimento igual ao comprimento da régua
menos 2a (distancia entre os focos), na outra extremidade da régua e a outra extremidade

do barbante no outro foco.
6. Estique o barbante com uma caneta de tal forma que ela encoste na régua.
7. Gire a régua em torno do foco no qual ela foi fixada.

Observagado: O outro ramo da hipérbole obtém-se realizando os mesmos passos, trocando,

obviamente, os focos.

Molde para a mesa de bilha parabdlico (Figura 55).

Figura 55 — Modelo de mesa para bilhar parabdlico.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Aqui, novamente, utilizaremos uma mesa de bilhar igual a usada no caso da orientagcdo

para confec¢do da mesa de bilhar eliptico.
Tamanho da mesa: 64 cm de comprimento x 36,5 cm de largura e 14,5 cm de altura.

Area de circulaciio das bolinhas: 61 ¢m de comprimento x 31 ¢m de largura e 1,5 cm
de altura ( distancia entre o piso de circulacdo das bolas e a borda da mesa). As bolas tém raio de

1,5 em.

Novamente todas as caracterizagdes de tecidos e altura da borda (pardbola) seguirdo as

mesmas diretrizes da elipse e hipérbole.

Espera-se que, apds a construgdo e validagdo da sequéncia didética, o aluno seja capaz

de verificar a propriedade da reflexdo da pardbola (Figura 56) e que compreenda na catarse
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proposta por Gasparin (2012), o porqué da bolinha, quando lancada perpendicular a diretriz, isto

é, paralela a reta focal, é enderecada ao foco (cagapa).

Figura 56 — Ilustragcdo da propriedade da reflexdo na mesa de bilhar parabdlico.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Caso necessario, em vez de usar o molde da mesa parabdlica, pode-se construir facilmente

uma pardbola, com lapis, régua e barbante (Figura 57), conforme passos abaixo:

Figura 57 — Construcdo da pardbola com lapis, régua e barbante.

Fonte: (ATRACTOR, 2017).

1. Em uma prancha de madeira de 60 cm x 30 cm, considere a origem o centro da prancha e

marque-a.

2. Trace o sistema de coordenadas paralelo as bordas da mesa, tendo o centro da prancha

como origem.

3. Considere a diretriz um dos lados da prancha e fixe o prego (foco F' ) na reta focal (eixo

X) distando 20 c¢m da diretriz e tome a origem como sendo o centro da prancha.
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4. Coloque um esquadro com um lado encostado sobre a reta diretriz.

5. Seja o comprimento do barbante igual ao comprimento do lado do esquadro perpendicular

a diretriz.

6. Fixe a extremidade do barbante no foco e a outra extremidade na ponta do esquadro que

nao esta encostado na diretriz.

7. Estique o barbante com uma caneta até que ela fique encostada no lado do esquadro

perpendicular a reta diretriz.

8. Deslizando-se o esquadro na reta diretriz, tem-se uma parte da pardbola.
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5 CONCLUSAO

E notério que o contexto histérico tem uma influéncia na construgéo do conhecimento
e que as interacdes sociais dinamizam o processo de aquisi¢do da aprendizagem. Ao passo
que a sociedade se desenvolve por meio das relagdes sociais, torna-se imperativo no ambito
educacional desenvolver préticas pedagdgicas que considerem esse contexto social, objetivando

garantir uma aprendizagem satisfatdria.

Percebe-se que o estudo das conicas sob uma abordagem histdrica, geométrica e analitica
ainda carece de uma exploracdo mais aprofundada nos livros didaticos de matemadtica, sobretudo
nos livros da educacio basica. Vé-se frequentemente nos livros disponiveis para o ensino desse
conteddo que ndao hd um direcionamento para uma perspectiva ampla, social e integrada das

conicas.

Pensando no ensino das cOnicas em turmas do ensino médio, busca-se através deste
trabalho, a aplicagdo de uma sequéncia didatica ancorada na metodologia da pedagogia histérico-
critica como estratégia para dinamizar as aulas e facilitar a aquisicao de conhecimento pelos
alunos. Nesse sentido, espera-se que a implementacao de sequéncias diddticas alinhadas a essa

abordagem possa promover um ambiente de aprendizagem mais prazeroso e eficaz.

Para validar essa proposta, sugere-se a realizacdo de pesquisas futuras em turmas de
segundo ou terceiro ano do ensino médio, com a posterior tabulag¢do e andlise dos dados obtidos.
Esse processo permitird verificar empiricamente a eficidcia da abordagem proposta, contri-
buindo para o aprimoramento continuo das praticas educacionais e para a constru¢ao de uma
educacdo que tome como ponto de partida o cotexto social dos envolvidos no processo de

ensino-aprendizagem.
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APENDICE A - SEQUENCIA DIDATICA NA
PERSPECTIVA DA PEDAGOGIA HISTORICO-CRITICA

1. Dados catalograficos da Unidade Escolar:

Institui¢do: Colégio Estadual Professora Maria Odette Pithon Raynal, localizado no bairro

de Paripe, suburbio ferrovidrio, municipio de Salvador, BA.

Disciplina/drea de conhecimento: Matemadtica e suas tecnologias.

Professor (a): Glaidon Farias Sudario da Silva.

Ano letivo Bimestre Duracdo hora/aula:

2. Caracterizacao do espaco fisico da Unidade Escolar:

O colégio possui doze salas de aula, um laboratério de informdtica e uma quadra de

esportes.
3. Titulo da unidade de contetdo:
Elipse e suas propriedades: Bilhar eliptico, vamos jogar?
4. Publico Alvo:
Alunos do segundo ou terceiro ano do ensino médio.
6. Objetivo Geral:

Possibilitar aos alunos uma compreensao dos conceitos da elipse, a fim de verifica-los

em situagdes do cotidiano.

7. Objetivos Especificos:

* Compreender os conceitos fundamentais relacionados as propriedades da elipse, em
particular, a propriedade refletora, a fim de potencializar a ludicidade na mesa de bilhar

eliptico.

* Investigar as aplicagdes praticas do bilhar eliptico em situa¢des do cotidiano objetivando

correlacionar conceitos inerentes as propriedades da elipse.

8. Avaliacao Diagnéstica (pratica social como ponto de partida da pratica educativa):

Diédlogo com os alunos - conhecimento de sincrese!
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* O que voces sabem sobre elipses? Onde elas aparecem na natureza ou em situagdes do dia

adia?
* Vocés ja ouviram falar sobre bilhar eliptico? O que vocés sabem sobre esse jogo?

* Como vocés acham que as caracteristicas da elipse podem influenciar o jogo de bilhar

eliptico?
» Serd que a constru¢do de uma mesa de bilhar eliptica em miniatura pode nos ajudar a

compreender melhor as propriedades da elipse?

9. Problematizacao - problemas trazidos pela pratica social em relacao aos contei-

dos da aula:

9.1 Sugestoes direcionadas pelo professor para os possiveis problemas originados

na pratica social inicial:
* A verificagdo de figuras elipticas ajudam a compreender os conceitos dessa curva? Por
qué?
* A pratica da interacdo social pode facilitar a socializacdo do conhecimento matematico
por meio de jogos? De que maneira?

9.2 Dimensao tedrico-pratica do conteudo.

 Conceitual/cientifica: O que € elipse?

* Educacional: A prética lidico-educativa é disseminada nos ambientes escolares com o

objetivo de fortalecer o aprendizado?

* Pratica: De que forma os novos conteidos aprendidos podem ser postos em prética além

da sala de aula?

10. Instrumentalizacao.

10.1 Contetidos a serem discorridos na instrumentalizacao:

* Elipse e seus elementos.
* As propriedades da simetria e da reflexdo da elipse.
* Forma canodnica da elipse.

* Esboco da elipse.
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10.2 Acoes didatico-pedagdgicas:

* Disponibilizar videos que abordem os conceitos de elipse.
* Disponibilizar imagens de elipse e suas inser¢des no cotidiano.

* Explorar exemplo de constru¢do (videos educacionais) de uma mesa de bilhar eliptico.
10.3 Recursos materiais e humanos:

e Filmes.
e Livros.
e Periodicos.
* Videos.

¢ Internet.

11 Catarse - verificacio da nova postura mental do aluno.
11.1 Sintese mental do aluno.

Verificar o conhecimento adquirido pelo aluno em relagdo aos conceitos sobre as cOnicas
por meio de interacdes informais entre professor e estudante, utilizando o didlogo para levantar

questionamentos pertinentes.
11.2 Expressao da sintese - avaliacao formal.

11.2.1 Construc¢ao da mesa de bilhar eliptico através dos passos:

* Aquisi¢do de uma mesa de bilhar convencional com dimensdes de: 64 cm de comprimento
x 36,5 cm de largura e 14,5 cm de altura.

* Construcdo do molde de bilhar eliptico usando o software GeoGebra (ver Figura 58).

Figura 58 — Modelo de mesa para bilhar hiperbdlico .

>
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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* Levar o molde ao marceneiro, solicitar a constru¢do da mesa de bilhar eliptica e acoplar na
mesa de bilhar adquirida de tal forma que um dos focos seja a cagapa e o que o outro fique

apenas sinalizado.

11.2.1 Construcao da mesa de bilhar eliptico através do método jardineiro descrito

abaixo (Figura 59):

Figura 59 — Elipse com l4pis e barbante.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

* Em uma prancha de madeira de 60 cm x 30 cm, considere a origem o centro da prancha e

marque-a.

* Trace o sistema de coordenadas paralelo as bordas da mesa, tendo o centro da prancha

como origem.

* Coloque um prego sobre os focos, F] e F;, no eixo X, de tal forma que distem 30v/3cm,

sendo a origem o ponto médio de Fi F>.

* Corte um barbante que tenha comprimento maior que a distancia dos pregos (focos) e
amarre-os em cada foco. Apds simples cdlculos, para que a elipse caiba na mesa de bilhar
adquirida, usaremos o fio de tal forma que apés amarrados o comprimento seja de 60 cm.

Pegue um I4pis e estique o fio, mantenha-o sempre esticado e gire ao redor dos pregos.
11.2.2 Aplicacao das questoes dissertativas:

* Se o centro da elipse € a origem e a interse¢do da elipse com o eixo focal sdo os pontos
A; =(—30,0) e A, = (30,0), qual o valor da distancia focal 2a? E entdo, qual o valor de

a?

» Se o centro da elipse € a origem e a interse¢ao da elipse com a reta ndo focal sdo os pontos
B; = (—15,0) e B, = (15,0), qual o valor do comprimento do eixo ndo focal 2b? E entdo,
qual o valor de b?
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* Achado os valores de a e b, calcule o valor de ¢ e em seguida calcule a distancia focal.

Quais os valores dos focos Fj e F,?
* Qual a equacgdo da elipse em sua forma candnica?

* Na mesa de bilhar eliptico coloque a bolinha em um dos focos e direcione a cagapa. Em
seguida, coloque a bolinha em qualquer posi¢ao na mesa de tal forma que ao efetuar a
jogada a bolinha passe pelo foco sinalizado com forca suficiente para tocar na borda da

mesa e continue o0 movimento. Repita essas ac¢des diversas vezes. O que se pode concluir?

* Apds acessar o site https://www.atractor.pt/mat/BilharesConicos/, € possivel fortalecer o

processo de ensino-aprendizagem em atividades lddicas? Justifique.

11. Pratica social final - ponto de chegada da pratica educativa.
Perguntar ao aluno:

A partir das etapas elucubradas e discorridas no processo de teorizagdo das propriedades

da elipse e suas aplica¢gdes na mesa de bilhar eliptico.

* E possivel aplicar ou verificar, fora da escola, o contetdo aprendido?

* O que vocé quer, pretende, deseja e gostaria que acontecesse no seu cotidiano a partir do

conteudo estudado?
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